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Zadanie 1. Niech E bedzie krzywa zadana réwnaniem y? = f(z), gdzie f € Z[z] jest wielomianem
unormowanym stopnia 3, ktéry ma rézne pierwiastki w C. Dowiesé, ze:

(a) P = (x,y) jest punktem torsyjnym rzedu 2 wtedy i tylko wtedy, gdy y = 0 oraz f(x) = 0.

(b) E(Q)[2] jest grupa skonczona, ktéra ma 1, 2 lub 4 elementy. Podaé przyktady krzywych E, ktére
realizuja te przypadki.

Zadanie 2. Niech E bedzie krzywa zadang réwnaniem y? = f(z), gdzie f € K[z] jest wielomianem
unormowanym stopnia 3 takim, ze

fz) = (z = a)(z = B)(z =),

gdzie o, B, v € K. Definiujemy wyrézmik D := [(ov— 3)(ov —7)(8 —7)]?. Dowies¢, ze E jest krzywa gladka
wtedy i tylko wtedy, gdy D # 0.

Wskazowki.

(a) Na poczatek wykazaé, ze jesli f(x) € K|[z] jest wielomanem, a f’(x) jest jego pochodng oraz f(4) =
f'(8) =0, to f(x) ma pierwiastek podwdjny w .

(b) Wykazaé, ze jesli y* = f(x) jest krzywa osobliwa, gdzie f(z) € K jest unormowanym wielomianem
stopnia 3, to osobliwosé jest w punkcie (6,0) i f(§) = 0.

(c) Dowiesé, ze (4,0) jest punktem osobliwym krzywej z (b) wtedy i tylko wtedy, gdy d jest pierwastkiem
podwéjnym wielomianu f(x). Wyprowadzié z tego réwnowaznoéc: D = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
FE jest krzywa osobliwa.

Zadanie 3.
(a) Zastosuj metode parametryzacji do okregu C: 22 + y? = 1 i punktu P = (—1,0), aby dowieéé, ze:

1-# 2t
T 142 L

T

jest parametryzacja krzywej C.

(b) Zalézmy, ze x, y, i z sa liczbami calkowitymi takimi, ze 22 + y? = 22, NWD(x,y,2) = 1 i = jest
parzyste. Korzystajac z (a) pokazaé, ze istnieja liczby calkowite m,n takie, ze NWD(m,n) = 1,
m — n jest nieparzyste oraz:

T = 2mn y=m?—n? z=m?+n%

Zadanie 4. Niech p # 2 bedzie liczba pierwsza, a,b,¢,d € F; i niech C : ax® + bry + cy? = dz? bedzie
stozkows w P% .

(a) Pokazac, ze jesli b* # dac, to #C(F,) =p+ 1.

(b) Pokazaé, ze jesli b* = 4ac, to #C(F,) = 2 lub #C(F,) = 2p + 1.

Zadanie 5.

a) Obliczy¢ grupe Mordella-Weila E(F's) dla krzywej E : y? = 23 +x+1.
(a) yé grupe ywej E 1y



(b) Dowiesé, ze E(Fy) = Z/8, dla krzywej eliptycznej E : y?>+xy = 2341 zdefiniowanej nad cialem Fs,
gdzie Fy = Fy(w) = Falz]/(22+2+1) oraz w? + w + 1 = 0.

Zadanie 6. Niech F/Q y?> = X® + Ax + B bedzie krzywa eliptyczna, ktéra ma zta redukcje w p > 2.
Wykazaé, ze wtedy E(F,) ma dokladnie jeden punkt osobliwy.

Zadanie 7. Niech E; : y? + (1 — t)zy — ty = 2° — tz? dla takich ¢, ze
Ay =15(t* — 11t — 1) # 0.

Z tabeli Kuberta wiemy, ze F(Q) D Z/5. Wykorzystaj SAGE do znalezienia takich ¢, ze E,(Q) = Z/5
oraz rg, = 0,1,2. Sprébuj znalez¢ takie t, dla ktérych rg, > 2. W 2009 roku Dujella i Lecauchaux podali
t, dla ktorego Ei(Q) = Z/5 oraz rg, = 6.
Zadanie 8. Niech p bedzie liczbg pierwsza i niech E, : y? = x3 + p?. Dowiedc, ze:

(a) W grupie E,(Q) nie ma punktu torsyjnego P = (zp,yp), dla ktérego

yp € {+1, £p*, £3p, +3p?, +3}.

(b) Punkt Q = (0,p) nalezy do E,(Q)[3] oraz E(Q)tors = Z/3.

(¢) Punkt R = (—2,1) € E5(Q) jest punktem nieskonficzonego rzedu.

Zadanie 9. Niech E bedzie krzywa eliptyczna, ktora jest zdefiniowana nad ciatem F,, gdzie ¢ = p*™ oraz
p # 2,3. Zalézmy, ze #E(F,) = ¢+1-2,/q.

(a) Niech ¢, oznacza endomorfim Frobeniusa. Dowies¢, ze (¢, — p™)? = 0.

(b) Dowiesé, ze ¢4 —p™ = 0.

Wskazéwka Nalezy skorzystaé¢ z faktu, ktéry omawialiSmy na wykladzie: kazdy niezerowy endo-

morfizm a: E(K) — E(K) jest epimorfizmem.
(c) Sprawdzié, ze Frobenius ¢, dziala trywialnie na E[p™—1] i dlatego E[p™—1] C E(F,).
(d) Dowiesé, ze E(F,) =Z/(p™—1)® Z/(p™—1).

Zadanie 10. Obliczy¢ wspolrzedne zespolone punktéow 2-torsyjnych i punktéow 3-torsyjnych krzywej
E:y?=23+1.

Zadanie 11. Niech E: 4% = 23+ Az+B bedzie krzywa eliptyczng okreslong nad cialem K charakterystyki
réznej od 2, 3. Niech j(F) := 172841434_%% oznacza j—inwariant krzywej E. Dla d € K* definiujemy
nowg krzywa eliptyczng E(@: y? = 23 + Ad?xz + Bd®.

(a) Dowiesé, ze j(E) = j(E®)
(b) Dowiesé, ze krzywe E i E(9 sa izomorficzne nad cialem K(v/d).

(¢) Podaé przyklad pary krzywych eliptycznych E; i Es okre$lonych nad Q, ktére sa izomorficzne nad
Q(\/&) dla pewnego d € Z, ale nie sa izomorficzne nad cialem Q.

(d)* Niech E bedzie krzywa eliptyczna zadana nad cialem skonczonym F, gdzie g # 2. Niech a = ¢

Jr
#E(F,) iniech d € F. Korzystajac z formuly Langa-Trottera dowies¢, ze #E(F,) = q+1—(F%)a.

Zadanie 12. Niech E: y? =z(z —1)(z —A) dladx € KX i X # 1.



(a) Sprowadzi¢ E do réwnania Weierstrassa za pomoca podstawienia x = x1 + oraz obliczy¢ j-

inwariant krzywej E :

A+1
3

(A2 =X+1)3

. — 28
J A2(h— 1)

(b) Pokazadé, ze jesli j # 0,1728, to istnieje sze$¢ réznych wartosci A, ktére daja to samo j oraz, ze jesli
A jest jedng z nich, to

1 1 A A—1

1=

A 1A A=1" A

{x

stanowia zbiér tych szesciu wartosci.

}

(c) Jeslij=0,t0 A=—1,2, 3, ajesli j = 1728, to A2 = A+ 1 =0.

Zadanie 13. Obliczy¢ E(Q)iors dla krzywych eliptycznych E :
(a) E:y? =23 +38
(b) E: y? =23 +4x
(c) E:y? =23 +1
(d) E: y* = 2% — px, gdzie p jest liczby pierwsza.

Zadanie 14. Niech A € M,, ., (K) bedzie macierza kwadratowg o wspélczynnikach w ciele K. Dowiesé,
ze w pierécieniu szeregéw formalnych K[[T]] zachodzi réwnosé

00 " 1
eap(y tr(A")—) = det (T — AT)’

n=1
gdzie tr(B) = > b;; dla B = [b;;] € My, m(K) oznacza $lad macierzy B.
Zadanie 15. Zatézmy, ze E: y?> = 23 + Az + B gdzie A, B € Z oraz Ap = —4A3 — 27B? # 0. Dla liczby

pierwszej p, ktéra nie dzieli Ag przyjmijmy oznaczenie a, = p+1—#E(F,). Na wykladzie zdefiniowali$my
L-szereg Hasse-Weila krzywej E za pomoca iloczynu nieskoniczonego:

a 1
L(E7 S) = Z % = H 1-2s —s
=t e A

zmiennej zespolonej s. Pokazaé, ze dla Re(s) > 3/2 szereg L(E,s) jest zbiezny bezwzglednie. Przypom-
nijmy, ze Wiles dowiédl w 1994 roku, ze L(FE,s) posiada przedluzenie analityczne na cala plaszczyzne
zespolona.

Wskazéwka. Skorzystaé z faktu, ktory dowiedlismy na wyktadzie: Jesli
X2~ a,X +p= (X —a)(X - ),
dla o, 8 € C, to |af = |B| = /p.
Zadanie 16. Dowies¢, ze E(Q) = Z/2 ® Z/2, gdzie E: y* = 23 — .
Zadanie 17. Jedli x = 0 € Q*, gdzie NW D(m,n) = 1, to tak jak na wykladzie, okreslamy wysokos¢
H(x) = max(|ml, [n).

(a) Niech P = (z,y) bedzie punktem wymiernym na krzywej eliptycznej E : y? = 23 — 4. Sprawdzi¢, ze
jesli x = ™ gdzie NW D(m,n) = 1, to
(m3 + 32n3)m

x(2P) = m



(b) Pokazaé, ze
144H (x(2P)) > H(z)*.

(c) Korzystajac z (b) dowiesé, ze na krzywej E istnieje nieskoniczenie wiele punktéw wymiernych, to
znaczy ranga grupy Mordella-Weila E(Q) jest wieksza od zera.

Zadanie 18. Niech E : y? = 23 + Az + B bedzie krzywa eliptyczna zdefiniowang nad cialem K taka, ze
J(E) = j. Zakladamy, ze char K # 2,3. Pokazaé, ze:

(i) jesli j # 0, 1728, to przyporzadkowanie dK *? — [E/], gdzie
By y* = 2% + Ad®x + Bd?,
ustala bijekcje grupy K* /K *? ze zbiorem klas K-izomorfizméw krzywych eliptycznych [E’] takich,
ze j(E') =
(ii) jesli j = 0, to przyporzadkowanie dK %% — [E/], gdzie
Ely: y* =2% + Bd,

ustala bijekcje grupy K> /K% ze zbiorem klas K-izomorfizméw krzywych eliptycznych [E’] takich,
ze j(E')=0

iii) jedli j = 1728, to przyporzadkowanie dK** s [E’)], gdzie
Q dl» 8
El: y? =23 + Ade,

ustala bijekcje grupy K> /K** ze zbiorem klas K-izomorfizméw krzywych eliptycznych [E’] takich,
ze j(E') = 1728.

Zadanie 19. Niech E : y? = 23 + Ax + B bedzie krzywa eliptyczna zdefiniowang nad cialem K. Dowiesé,
ze forma rézniczkowa df jest niemiennicza ze wzgledu na translacje, to znaczy: dla (u,v) € E(L), gdzie
L/K jest rozserzeniem cial jezeli

(JL‘,y) + (u,v) = (f(x,y),g(:z:,y)),

gdzie f(z,y), g(z,y) € L(x,y), to o
o

1
9(z,y) v
Zadanie 20. Dowies¢, ze dla kazdej liczby pierwszej p > 3 liczba punktéw F,—wymiernych na krzywej
E : y?’=x+x jest podzielna przez 4.

Zadanie 21. Niech P € E(Q) bedzie punktem Q—wymiernym na E : y*=2°+Ax+B, gdzie A, B € Z.
Dowies¢, ze istnieja liczby catkowite a,b i d # 0 takie, ze NW D(d,ab)=1 oraz P=(s, d%).

Zadanie 22. Niech F; i Ey bedg krzywymi eliptycznymi nad ciatem skoficzonym Fy, i niech ¢ : By — E»
bedzie izogenig nad F, (tzn. ¢ jest homomorfizmem grup algebraicznych nad F,, ktéry ma skonczone
jadro). Dowies¢, ze wtedy grupy Eq(Fp) i Ea2(F,) sa réwnoliczne. Uwaga. Tate dowiddl, ze odwrotne
twierdzenie jest réwniez prawdziwe.

Zadanie 23. Korzystajac z twierdzenia Lutz-Nagella i twierdzenia o redukcji oblicz E(Q)tors dla krzywych
E: y? = 23 & px, gdzie p jest liczby pierwsza. Za pomoca SAGE lub innego pakietu numerycznego oblicz
range grup Mordella-Weila F(Q) powyzszych krzywych dla wielu wartosci p. Postaw odpowiednig hipoteze
o randze tych grup i przeprowadz jej dowéd.!

Zadanie 24. Niech E/Q bedzie krzywa eliptyczna zadana krotkim réwnaniem Weierstrassa i taka, ze
J(E) = 0.

1Ta czeéé zadania wymaga umiejetnosci postugiwania sie programem mwrank lub innym, ktéry oblicza range grupy
Mordella-Weila



(a) Dowiesé, ze istnieje dokladnie jedna, wolna od szeScianéw liczba calkowita D taka, ze krzywa FE
zadana jest réwnaniem y?=x3+D.

(b) Niech p = 2 mod 3 bedzie liczba pierwsza, ktéra nie dzieli 6D. Dowiesé, ze #E,(F,)=p+1.
(¢) Dowiesé, ze #E(Q)tors dzieli 6.
(d)* Dokladniej - pokazaé, ze grupa E(Q);ors réwna jest:
Z/6 ,gdy D=1;

Z/3 ,gdy D # 11 D jest szeScianem, lub D= — 432;
Z/2 ,gdy D # 11 D jest kwadratem; oraz jest grupa trywialna w pozostatych przypadkach.

Zadanie 25. Sprowadzi¢ nastepujace réwnania do skréconej postaci Weierstrassa. Zaktadamy, ze char K #
2,3.
(i) X34V3+4+dzZ3=0 (i) X34Y3+23-mXYZ=0

(i) Y2 -kT?=X2 Y24+ kT?=22 (iv) XPXo— X1X3+ X1X2+ X2X5=0.

Zadanie 26.
(i) Znalezé wszystkie punkty Fs-wymierne na krzywych:
Y2Z=X34+XZ7Z% Y*Z=X3+2XZ% Y?Z=X342Z5

W kazdym przypadku sprawdz, ze zbiér punktéw Fs-wymiernych razem z punktem [0, 1, 0] stanowi
grupg.

(ii) Podobnie jak w (i), ale dla innych F,, i krzywych: Y2Z = X3 + AXZ? 4+ BZ3. Znalezé p, A i B dla
ktérych grupa punktéw F,-wymiernych nie jest grupa cykliczna. Czy istnieje taki przyktad grupy,
ktéra ma wiecej niz dwa generatory ?

Zadanie 27.

(i) Niech E: 4> +y = 23 — 22 — 102 — 20 oraz E' : y? +y = 2® — 932 + 625. Sprowadzi¢ E i E' do
skréconej postaci Weierstrassa. Czy krzywe E i E’ s izomorficzne nad cialem Q ? nad domknieciem
algebraicznym ciala Q ?

(ii) Ile istnieje klas izomorfizméw krzywych eliptycznych nad cialem Fy ? nad cialem Fi3 ?

Zadanie 28. Niec E : y? = (r—e1)(z —e2)(x —e3), gdzie e; € Q sa r6znymi liczbami wymiernymi takimi,
7e e1 + ez + e3 = 0. Ponadto, zalézmy, ze e; — es = n? i eg — e3 = m? sa kwadratami. W tym zadaniu
dowodzimy, ze przy tych zalozeniach istnieje punkt P = (xg,y0) € E(Q) taki, ze 2P = (e1,0) czyli P jest
rzedu 4.

Lo 2 4m? 2_9p2 25 2
(a) Wykazal, ze e; = E™ ey = =2 orag ez = =21

(b) Wyznaczyé A i B (w terminach m i n) takie, ze 23 + AX + B = (x — e1)(z — e2)(z — e3). SAGE
moze okazaé sie przy tym pomocne.

(c) Niech p(z) = 2* —2A42% — 8Bz + A% — 4(23 + Az + B)ey. Wykazaé, ze p(zg) = 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy z(2P) = ey, czyli, gdy 2P = (ey,0).

(d) Wyrazié wsolczynniki wielomianu p(z) za pomoca m i n (Wykorzystaj SAGE).
(e) Znalez¢ rozklad wielomianu p(z) na czynniki dla (n,m) = (3,6), (3,12), (9,12), ....



(f) Zapisaé p(x) = (x—a)?(x —b)? dla pewnych a i b. Wyrazié¢ wspoélezyniki wielomianu p(x) za pomoca
aib.

(g) W kohicu, poréwnujac wpolczynniki p(x) wyrazone przez a, b oraz przez n, m obliczy¢ pierwiastki
wielomianu p(z) za pomoca n i m.

(h) Zapisa¢ P = (xg,yo) za pomoca n i m.

Zadanie 29. Niech F : y?> = 23 — 10081z. Za pomoca programu SAGE wyznaczy¢ minimalny zbiér
generatoréw podgrupy w E(Q), ktdéra generuja punkty:

10081 90729
W’W)’ (—17,408),
907137 —559000596 1681 20295
( 6889 571787 ) 16~ 64 )
833 21063 —161296 19960380 —6790208 —40498852616
(T’ 8 ) 1681 68921 ) (168921 "’ 69426531
Wykorzysta¢ Twierdzenie 8.8.

(0,0), (—100,90), (

).

Zadanie 30. Krzywa E : y?> = 2® — (157)%2z ma punkt wymierny @Q, ktérego wspolrzedna odcieta jest

liczb
wouba 224403517704336969924557513090674863160948472041

2(@) = 17824664537857719176051070357934327140032961660
Wykazaé, ze istnieje punkt P € E(Q) taki, ze 2P = Q. Znalezé x(P).

2.

Zadanie 31. Wykazaé, ze przestrzen jednorodna: C' : 2Y2— X2 = 34, Y?2—Z2 = 34 nie posiada punktéw
wymiernych (X,Y, Z) € Q®. Wskazéwka: Zmodyfikowaé¢ uklad réwnan zadajacy C' w ten sposd, aby w
mianownikach nie wystepowaly potegi liczby 2, a nastepnie rozwazy¢ kongruencje modulo 8.

Zadanie 32. Dla nastepujacych krzywych wyznaczyé range E(Q) i generatory E(Q)/2E(Q) za pomoca
metody 2—spadku z wyktadéw 10 i 11. Nie korzystaé przy tym z SAGE’a.

(a)
(b) E:y? =2a%— 22 —6x
(c) E

(d) B

E:y? = 2% — 14931z + 220590

cy? = 2% — 376362

= 3 — 96222 + 148417z (W tym przypadku rozpoczaé od oszacowania rangi za pomoca
TWlerdzenia 8.8.)

E:y? = 2% — 14931z + 220590

Zadanie 33. (Krzywe wysokiej rangi) Celem tego zadania jest znajdowanie bez uzycia tablic krzywych
eliptycznych okreslonej rangi Mordella-Weila.

(Latwe) Znalez¢ trzy nieizomorficzne krzywe eliptyczne nad Q, ktérych rangi Mordella-Weila sa nie
muiejsze od 2 (Wykorzysta¢ SAGE do obliczenia macierzy wysokosci).

(Srednio trudne) ZnaleZ¢ trzy nieizomorficzne krzywe eliptyczne nad Q, ktérych rangi Mordella-
Weila sg nie mniejsze od 3.

(Trudniejsze) Znalezé trzy nieizomorficzne krzywe eliptyczne nad Q, ktérych rangi Mordella-Weila
sa nie mniejsze od 6. Jesli to sie juz udalo, to mozna teraz wyznaczy¢ trzy nieizomorficzne krzywe
eliptyczne nad Q, ktérych rangi Mordella-Weila sa nie mniejsze od 8.

(Istotnie trudniejsze) Znalez¢ trzy nieizomorficzne krzywe eliptyczne nad Q, ktérych rangi Mordella-
Weila sa nie mniejsze od 10.



(Droga do stawy) Znalez¢ krzywa eliptyczna nad Q, ktérej ranga Mordella-Weila jest nie mniejsza
od 29.

Zadanie 34. Niech F bedzie krzywa eliptyczna na cialem liczb wymiernych i niech Py, Ps, ..., P, €
E(Q) beda punktami ktérych obrazy generuja grupe E(Q)/2FE(Q). Niech G bedzie podgrupa w E(Q)
generowana przez Py, Ps, ..., Py.

(1) Wykazaé, ze indeks G w E(Q) jest skonczony.

(2) Dowiesé, ze w zaleznosci od wyboru generatoréw {P;} grupy E(Q)/2E(Q) liczba elementéw grupy
ilorazowej E(Q)/G moze by¢ dowolnie duza.

Zadanie 35. Zgodnie z pewnym twierdzeniem Fermata réwnanie 22 + 3> = 23 nie ma rozwiagzan catkow-

itych, dla ktérych xyz # 0. Znalezé najmniejsza liczbe naturalna d, dla ktérej réwnanie 22 + 3 = dz® ma
nieskonczenie wiele rozwiazan. Wyznaczy¢ generator i obliczy¢ kilka przykladowych rozwiazan.

Zadanie 36. Niech E/Q bedzie krzywy eliptyczna i niech p bedzie liczba pierwsza. Symbolem E™ (F))
oznaczamy zbi6r punktéw nieosobliwych krzywej nad cialem skohiczonym F, oraz N'* := #E"*(F,). W
szczegélnodci jedli w p krzywa £ ma dobra redukcje, to Nj* := #E(F,) =p+ 1 — a,.

(a) Zal6ézmy, ze E ma zla redukcje w p. Wykazaé, ze:

e Np® =p, jesli E ma zla addytywna redukcje w p

e N'* =p—1, jesli F ma zta multyplikatywna roztozona redukej¢ (split multiplicative reduction)
wp

e Ny* =p+1,jesli E ma zla multyplikatywna nierozlozong redukcje (non-split multiplicative
reduction) w p.

(b) Wyprowadzi¢ z tego ré6wnoé¢ na lokalny L-czynnik funkcji Hasse-Weila: L, (p~!) = NoT dla wszyst-

kich p > 2 takich, ze E ma dobra lub zla redukcje w p. Wskazdéwka. Porownaj zadania 2 i 6.

Zadanie 37. Niech E/Q bedzie krzywa eliptyczna i niech L(FE,s) oznacza jej L-szereg Hasse-Weila.
Definiujemy ciag liczb (a,)52; w nastepujacy sposéb: a; = 11 dla liczby pierwszej p

e a,=p+1—#E(F,), jesli E ma dobra redukcje w p
e a, =0, jesli £ ma zla addytywna redukcje w p

e a, =1, jeSli F ma zlg multyplikatywna rozlozona redukcje (split multiplicative reduction) w p

e a, = —1, jedli E ma zla multyplikatywng nierozlozona redukeje (non-split multiplicative reduction)
w p.
Jesli n = p" dla liczby pierwszej pir > 1, to a,r definiujemy za pomocg rekurencji apa,r 1= apr+1 +payr-1,

jesli E ma dobra redukcje w p, oraz a,r = (ap)", jeSli E ma zla redukcje w p. W koficu apm, = an G, jesli
n i m sg wzglednie pierwsze. Wykazaé, ze L(E,s) = > | 9. Wskazéwka. Wykorzysta¢ podstawowe
twierdzenie arytmetyki i wzér na sume szeregu geometrycznego.

Zadanie 38. Wyprowadzi¢ hipoteze o parzystosci z hipotezy Bircha i Swinnertona-Dyera oraz z réwnania
funkcyjnego dla L-funkcji Hasse-Weila. Wskazéwka. Wykorzystaé rozwiniecie Taylora L-szeregu L(E, s)
w s = 1. Wyprowadzi¢ z tego, ze jedli liczba w(E) = —1, to E(Q) jest nieskoficzonym zbiorem.

Zadanie 39. (krzywe Freya) Niech p > 3 bedzie liczba pierwsza i niech a, b, ¢ € Z beda parami wzglednie
pierwsze, aP 4+ b? = ¢P i abc # 0. Definiujemy krzywa eliptyczna E/Q :

y? = x(x — aP)(x + bP).

W tym zadaniu wykazemy, ze E jest semistabilng krzywa o przewodniku Ngp = Haabc L.



Wykazaé, ze po ewentualnej zamianie liczb mozemy zaltozy¢, ze a = 0 mod 2 oraz b = ¢ = 1 mod 4.
Obliczy¢ wyr6znik Ag.
Wykazaé, ze E ma dobrg redukcje we wszystkich liczbach pierwszych ¢, ktére nie dziela abc.

Wykazaé, ze jesli £ > 3 jest liczba pierwsza, ktéra dzieli abe, to E/Q ma zla multyplikatywna
redukcje w /.

Dowies$é, ze E/Q ma zla multyplikatywna redukcje w ¢ = 2. Wskazdéwka. Zastosowaé zamiane
zmiennych:
X Y 33X
T VTR
do znalezienia innego, izomorficznego modelu dla E/Q. Wykazaé, ze ten model ma wspdlczynniki
w Z i przeanalizowaé jego redukcje na £ = 2.

Wyprowadzi¢ z tego, ze przewodnik krzywej F wynosi Ng = Haabc L.



