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1 Rugownik pary wielomianéw oraz wyroz-
nik wielomianu.

Ponizsze stwierdzenia opisuja ide¢ rugownika pary wielomiandw.

Stwierdzenie 1. Niech F bedzie cialem i niech f(x) = apz"+a, 12" ' +.. .+
a1z + ag oraz g(x) = bpx™ + by 2™+ L+ bix + by bedg wielomianami
z Flx], ap # 0, by, # 0. Wowczas f(x) i g(x) majg wspdlny nietrywialny
dzielnik w F[x] wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg: niezerowy wielomian a(x) €
F[z] stopnia co najwyzej m—1 oraz niezerowy wielomian b(x) € F[z] stopnia
co najwyzej n — 1 takie, Ze a(x)f(x) = b(x)g(x).

Dowéd. Zatézmy, ze f(x) i g(x) maja wspdlny nietrywialny dzielnik w(z) €
F[z]. Innymi stowy, w F|z] zachodza réwnosci f(z) = w(z)b(x) oraz g(z) =
w(z)a(x) dla pewnych a(z),b(z) € Flz] przy czym deg w(z) > 1. Wtedy,
deg a(z) = m — deg w(x) < m — 1 oraz deg b(z) = n —deg w(z) < n—1
(bo Flx] jest dziedzina caltkowitosci) i mamy f(z)a(z) = w(x)b(x)a(x) =
9(2)b(x).

Na odwrét, niech f(x)a(z) = g(z)b(z) dla a(z),b(z) € Flx| w tresci
stwierdzenia. Gdyby f(z) i g(x) nie miaty wspélnego nietrywialnego dziel-
nika, to poniewaz F'[x] jest dziedzina z jednoznacznoscia rozkladu, otrzy-
malibysmy f(z)|b(x) (analogicznie g(z)|a(x)) w F|x]. Jest to sprzecznosé,
poniewaz deg b(x) < n— 1 < deg f(z). O

Rownowaznie mozna powiedzie¢, ze istnienie wyzej opisanych wielomia-
now a(zx) i b(z) jest warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby wielo-
miany f(r) i g(x) miaty wspdlny pierwiastek w F' (albo po prostu w pewnym
rozszerzeniu F).



Stwierdzenie 2 (Rugownik wielomianéw f i g). Niech F' bedzie cialem i
niech f(x) = apr™+a, 12" 4. . .+ a1x+ag oraz g(x) = bpax™ +by 1™+
oo b1z + by bedg wielomianami z Flx]. Wowczas f(x) i g(x) majg wspdlny
nietrywialny dzielnik w F[z] (réwnowaznie - wspélny pierwiastek w F ) wtedy
1 tylko wtedy, gdy wyznacznik

Ap  Ap_1q . Qo 0
0 an  Ap_1 ... ag 0
0 ap  Op_1 agp 0
. 0
RED=1 p om0
0 by, b1 ... bo 0
0 bm bm_1 bO 0
. 0
0 bm bm—l b()

jest rowny zero.

Dowdd. Korzystajac z Stwierdzenia 1. istnienie wspdlnego nietrywialnego
dzielnika wielomianéw f(z) oraz g(x) jest réwnowaznie istnieniu niezero-
wych wielomianéw a(z) = ¢ 12™ 1+ Copox™ 2+ ...+ 10+ ¢ oraz b(x) =
dp 12"V + dy 9™ 2 + ...+ dix + dy z Flx] takich, ze f(x)a(z) = (a,z™ +
Up 1" 4t am+ag) (Cpm1 2™ e a™ 2tz ) = (D™ +
b 1™+ b+ b)) (dy 2+ dy 0T 4+ dix + d) = g(x)b(x).
Poréwnujac wspoétczynniki przy potegach z, otrzymujemy zatem nastepuja-
cy uktad réwnan liniowych jednorodnych, w ktérym wspotczynniki ¢;, d; sa
zmiennymi:

anCm—1 — bmdn—l =0

Opn-1Cm—1 + QpCp_o — bm—ldn—l - bmdn—2 =0

agCo — bodo =0

Podstawiajac —d; w miejsce d; oraz transponujac macierz powyzszego
jednorodnego uktadu réwnan liniowych (co moze skutkowaé jedynie zmiang
znaku wyznacznika) stwierdzamy, ze uktad ten ma nietrywialne rozwiazanie
doktadnie wtedy, gdy R(f,g) sie zeruje.

O



7, dowodow stwierdzen wynika, ze zamiast rozwaza¢ wielomiany nad cia-
lem, mozna ogdlniej wymagaé tylko, by f(z),g(x) € Alz], gdzie A[x] jest
dziedzing z jednoznacznoscia rozktadu.

Definicja 1. (Rugownik pary wielomiandw) Wyznacznik R(f, g) z powyzisze-
go stwierdzenia nazywamy rugownikiem wielomianow f oraz g.

Zauwazmy, ze rugownik jest wyznacznikiem macierzy (n+m) x (n+m),
w ktorej pierwszych n wierszy pochodzi ze wspotczynnikow wielomianu f,
a kolejnych m wierszy pochodzi od wspétczynnikéw wielomianu g. Sama
macierz nazywamy macierzg Sylvestera.

Zachodzi nastepujace kluczowe:

Twierdzenie 1. Przy dotychczasowych oznaczeniach, niech xi,xo,...,x,
bedg pierwiastkami f(x) oraz yi,ya, ..., Ym niech bedq pierwiastkami g(x)
(niekoniecznie Téinymi i ogdlnie zawartymi w F). Wéwczas *

RUJ.9) = T = o) = i Tlote) = 00 T/ )

Dowéd. Poniewaz f(z) = ap(xr—z1)-...-(x—x,) oraz g(x) = by(x—y;)-.. .-
(x — Ym), ze wzoréw Viete’a wnioskujemy, ze ap = +a,ok(x1,...,x,), gdzie
ok jest elementarna funkcja symetryczna. Podobnie by, = +b,,0k (Y1, - - -, Ym)-

Rozwijajac wyznacznik definiujacy rugownik stwierdzamy, ze jest on wielo-
mianem jednorodnym stopnia m wzgledem wspotczynnikow a; oraz stopnia
n wzgledem wspotezynnikéw b; (na przyktad dla a; rozwijajac wyznacznik
zawsze wzgledem pierwszego wiersza). Stad:

R(f,9) =ay by P(x1,Z9, ..., Tny Y1y -y Ym)s

gdzie P jest wielomianem symetrycznym, ktory - z wlasnosci rugownika -
zeruje sie, jesli z; = y; dla pewnych 7, j. Z tozsamosci:

vy = (z; y]) !y !
zastosowanej k razy wynika, ze wielomian P mozemy zapisa¢ nastepujaco:

P(ajlax%"'>$n>y17--'7ym) = (xi_yj)Q(a:la"'7ym)+U<x17"'7~fi7"'>ym)>

gdzie wielomian U nie zawiera wspotczynnika ;. Podstawiajac x; = y; wnio-
skujemy, ze wielomian U jest zerowy. Stosujac podobny argument dla kazdej z

W ksiazce Prasolova brakuje wyrazenia (—1)"™, pewnie dlatego, ze autor zadowolil
sie w dowodzie fraza ”the arguments are similar...”.



par z;, y; stwierdzamy, ze R(f, g) dzieli si¢ przez S = a]'b}, I1 ( — y;). Chce-
my pokazaé, ze zachodzi réwnos$¢ R(f, g) = S. Poniewaz g( ) = b IT52, (2 — ),

wiec [T, g(z;) = 0, 1 (z; — y;). Zatem:
S:a?Hg(xi) :aZH bl + by 12 L D).
— i=1

Z postaci tej wida¢ (stosujac znéw wzory Viete'a), ze zaréwno R(f, g) oraz S
sa wielomianami stopnia nm wzgledem w;, y;, a poniewaz S|R, stad R(f, g) =
AS dla pewnego A # 0, przy czym A nie zalezy od wspolczynnikow a;
ani b; (bo mozemy podzieli¢ obustronnie przez a'b). Zauwazamy teraz,

ze wspolczynnik przy ], 7" w wielomianie S jest rowny a;'b):,, podobnie

w wielomianie R(f,g) stad )\ = 1, a wiec S = R(f,g). Pozostaje dowies¢
druga z réwnosci. Otéz mamy f(z) = a, (=), wiee TI™, fys) =
ap T1(y; — i) = (=1)" -ap [T (2 — ;) i stw1erdzamy, 7e

S = ) Hf ;) e H any; —i—an_ly;f_l +...+ap)-

O
Pojecie rugownika jest $cisle zwiazane z wyroznikiem wielomianu.

Definicja 2. (Wyrdznik wielomianu) Niech xy,xo, . .. x, bedq pierwiastkami
wielomianu f = a,x"+a, 12" '+. .. +ag € Flx], gdzie a,, # 0. Wyrdzinikiem
wielomianu f nazywamy lz’czb@:
D — a2n 2 H o :L,j
1<j

Czasami wyrdznik definiuje sie za pomocg rugownika wielomianu oraz
jego pierwszej pochodnej. Zachodzi bowiem nastepujace:

Twierdzenie 2. Dla wielomianu powyzej zachodzi

R(f, f) = (=1)"""D"2 ain™" D(f)

Dowéd. Z Twierdzenia 1. otrzymujemy R(f, f') = a” ' [T, f'(x;). Ponadto,
rozniczkujac f tatwo zauwazy¢, ze f'(z;) = an [1;4 (1’2 - ) Stad:

(f f 2n 1 H H _ 1)n(n—1)/2ain—1 H(xz . ZEj)2.
i=1 j#i 1<j

Wspotezynnik (—1)""~1/2 pochodzi stad, ze kazda para zi,x; dla i # j,
"wystepuje” dwa razy: raz jako (x; — x;), a drugi raz jako (z; — z;). O]

Wyréznik wielomianu znajduje zastosowanie przy obliczaniu wyr6znikdw
ciata liczbowego, o ktérych traktuje nastepna czesé pracy.
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2  Wyréznik ciata liczbowego.
Przypomnijmy definicje (bezwzglednego) wyrdznika ciata liczbowego.

Definicja 3. (Bezwzgledny wyréznik ciala liczbowego) Niech K bedzie cia-
tem liczbowym stopnia n i niech Ok bedzie pierscieniem jego liczb algebraicz-
nych catkowitych. Niech oy, ;. .., oy, bedzie bazg catkowitq Ok oraz niech
01,09, ...,0, bedzie zbiorem zanurzen zespolonych ciata K. Wyrdznikiem cia-
ta K nazywamy liczbe:

2

o1(aq) o1(ag) ... oi(ay)
Ap = | det ogo(ar) o9(ag) ... o9(ay)
on(c1) op(ag) ... on(ay)

Definicja jest poprawna, bowiem mozna tatwo pokazaé, ze wyréznik ciata
nie zalezy od wyboru bazy catkowitej Ok (i taka baza zawsze istnieje). Co
wazne, wyroznik jest liczba catkowita.

Twierdzenie 3. W przypadku, gdy O posiada potegowq baze catkowitq
1,a,0?,. .., 0"t wyréinik Ak jest réwny wyréinikowi wielomianu minimal-
nego elementu o

Ag = D(mQ%n(oz))

Dowdd. Niech xq, s, ..., z, beda pierwiastkami wielomianu minimalnego f
elementu «. Oczywiscie z zalozenia wynika w szczegdlnosci, ze K = Q(«).
Mozemy przyjaé, ze o;(a) = x; oraz o; sa homomorfizmami pierécieni, a wiec
w tym przypadku macierzg definiujaca Ay jest macierz typu Vendermonde’a:

n—1 2
1z ... =
1 2y ... aft
AK = det : . . s
n—1
1 z, x,

A = T] (@i = ;" = D(f) = D(min(a))

1<j

(bo wielomian f jest unormowany).



Wyrdznik ciala zajmuje niezwykle wazne miejsce w Algebraicznej Teorii
Liczb. Gtéwnym celem niniejszego krotkiego opracowania bedzie udowodnie-
nie nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 4. Niech K i L bedg ciatami liczbowymsi stopni m i n odpo-
wiednio takimi, ze (A, Ar) = 1. Wowczas Ak, = AL AT

Powyzsze twierdzenie pozwala na przyktad wyrazi¢ wyrdznik ciata cyklo-
tomicznego w jawnej postaci. Przypomnijmy, ze:

Definicja 4. Niech ciata K i L bedg podciatami ciata M. Woéwczas iloczyn
ciat KL to z definicji najmniejsze podciato ciata M zawierajgce zarowno K
oraz L.

Dla cial liczbowych bierzemy M = Q.

Definicja 5. (Illoczyn Kroneckera macierzy) Niech bedg dane macierze kwa-
dratowe A = [a;;| € My, (K) oraz B = [b;j] € M, ,(K) o wspétczynnikach
w ciele K. Definiujemy iloczyn tensorowy (Kroneckera) AQ B € My mn(K)
macierzy A i B jako macierz blokowg:

Abll Ablg . Abln
Ab21 Abgg c.e Abgn
Abny Abpe ... Abpy,

Lemat 1. det(A ® B) = (det A)"(det B)™

Dowdéd. Przeprowadzamy proces eliminacji Gaussa traktujac bloki wierszy:

[Aby Aby ... Aby)]
jak pojedyncze wiersze. Otrzymamy macierz blokowa:
AZEH 0 vee 0
0 AZL’QQ e 0
0 0 oo Az,

w ktorej wspotczynniki x; sa elementami macierzy diagonalnej otrzymanej
z B za pomoca metody eliminacji Gaussa (a wiec w szczegdlnosci det B =
[T, xi;). Z twierdzenia Cauchy’ego dla macierzy blokowych:

det(A® B) = H det(Azy;) = (det A)" H x;)™ = (det A)"(det B)™
=1

=1



W dalszym ciagu bedziemy potrzebowali kilku nowych definicji (spolsz-
czenia angielskich terminéw nalezg do autora tekstu i moga nie odpowiadac
og6lnie przyjetym).

Definicja 6. (Relatywny slad elementu) Niech K/F bedzie rozszerzeniem
ciatl liczbowych stopnia n oraz niech o; dla i = 1,2,...,n bedg wszystkims
F—liniowymi zanurzeniami ciata K w F (inaczej F-izomorfizmami K ). Re-
latywnym Sladem w K/F elementu o € K nazywamy liczbe:

n

Txp(a) = Z oi(@)

i=1

Definicja 7. (Relatywny stopien ideatu) Niech K/F bedzie rozszerzeniem
ciat liczbowych, p bedzie ideatem pierwszym w Op, ktory w Ok rozklada sie
nastepujgco:

g
p=11P7,
j=1

gdzie P; sq roznymi ideatami pierwszymi w Ok (mowimy, ze P; leZg nad
p).Liczbe
fr/p(Pj) == |Ok /P; : Op/p|

nazywamy relatywnym stopniem P; w Ok.

Definicja 8. (Relatywna norma ideatu) Niech K/F bedzie rozszerzeniem
cial liczbowych i niech P bedzie idealem pierwszym w Ok leZgeym nad (jed-
noznacznie wyznaczonym, co mozna udowodnic) ideatem pierwszym w Op, a
wiec p =P N Op. Definiujemy relatywng norme ideatu P nastepujgco:

NK/F('P) _ pr/F(’P).

Definicje te przedluzamy na ideaty utamkowe I nastepujgco:

NK/F(I) — ﬁ piK/F(Pj)7
j=1

gdzie I = [T, P;* jest iloczynem poteg réinych idealow pierwszych w O
takich, ze P; N O = p;.
W szczegolnosci

NR(I) = (N(I))

jako ideat gtowny w Z generowany przez klasyczng norme ideatu.



Definicja 9. (Kodyfrent) Niech K/F bedzie rozszerzeniem cial liczbowych i
niech I bedzie ideatem utamkowym w Op. Kodyfrentem nazywamy zbior:

I"={B € K :Tgr(BI) C Or},
gdzie Ti/p(B1) C Op oznacza, ze Tx p(Ba) € Op dla kazdego o € 1.
Mozna wykazac, ze I* jest ideatem utamkowym.

Definicja 10. (Dyfrent) Niech K/F bedzie rozszerzeniem cial liczbowych i
niech I bedzie ideatem ulamkowym w Ok . Ideal (I*)™' nazywamy dyfrentem
I nad F i oznaczamy Dip(1). W przypadku, gdy I = Ok, dyfrent Dy, p([)
nazywamy dyfrentem rozszerzenia K/F i oznaczamy Dk p

Definicja 11. (Relatywny wyréznik rozszerzenia cial)
Niech K/F bedzie rozszerzeniem cial liczbowych. Wyrdzinikiem relatyw-
nym rozszerzenia K/F nazywamy:

Ar/r = N (Dy/p)
W szczegolnosci, Ak g = (Ak) jako ideal w Z.

Uwzgledniajac powyzsze definicje, mozna wykazaé nastepujace wtasnosci,
ktore beda kluczowe w dowodzie gtéwnego twierdzenia.

Lemat 2. Jesli FF C K C L jest wiezg rozszerzen cial liczbowych, wowczas:
Auje = AEEINNIP (A ),

Lemat 3. Niech FF C K C L bedzie wiezqg rozszerzen ciat liczbowych, gdzie
L jest nagmniejszym rozszerzeniem ciata F zawierajgcym K takim, Ze L jest
rozszerzeniem normalnym nad F'. Wéwczas Ak p oraz Ap p majg te same
dzielniki (idealy) pierwsze.

Przytoczymy ponadto nastepujace lematy, ktore okaza si¢ przydatne.
Lemat 4. Jesli F' jest podcialem ciala liczbowego K, to Ap|Ak.

Lemat 5. (Twierdzenie Minkowskiego) Jesli K jest ciatem liczbowym, K #
Q, to ‘AK’ > 1.

Lemat 6. Dziedzina catkowitosci bedgca skoriczenie wymiarowq przestrzeniq
lintowg nad ciatem takze jest ciatem.



Dowaod. Niech R bedzie taka skoniczenie wymiarowa dziedzing catkowitosci
nad ciatem F'. Niech z € R bedzie niezerowym elementem. 7Z zalozenia ist-
nieje najmniejsza liczba naturalna ¢ taka, ze zbior {1,x, 22, ..., 2!} jest li-
niowo zalezny. Niech ag + a1z + ... + a;x' = 0, gdzie a; € F nie wszyst-
kie sg rowne 0. Gdyby ap = 0 lub a; = 0, to mielibyémy odpowiednio
r(a+asr+...+axt™) =01ubag+az+...+a;_ 127 =0, co przy x # 0
przeczy minimalnosci t. Stad 7 = (—ag) "' (ay + asx + ... + azxt™t).

O

W konicu mozemy przystapi¢ do dowodu gtéwnego twierdzenia:

Twierdzenie 5. Niech K i L bedg cialami takimi, Ze [K : Q] =n, [L: Q] =
m oraz{ay, g, ..., an} i {01, B2, ..., Bm} sa bazami calkowitymi odpowiednio
Ok i Op. Jezeli (Ak,Ar) =1, to dla ciata M = KL zachodzg nastepujgce
fakty:

a) [M:Q]=nm,
b) On = OrOyp oraz {aif; hi<i<nicj<m jest bazq calkowitq Oy,
c) Ay =ARAT.
Dowaod. 7 multyplikatywnosci stopnia rozszerzenia:
M Q] = [M: L[L: Q) = [M: Ljm

Zatézmy, ze [M : Q] < nm. Woéwczas [M : L] < n (*). Niech o bedzie
takim elementem, ze K = Q(«a) (taki element zawsze istnieje z twierdzenia o
elemencie prymitywnym). Z (*) wynika, ze wtedy miny, ()| ming(a) w sposéb
wlasciwy oraz, ze jesli F' jest podcialem L generowanym przez wspotczynniki
wielomianu miny («), to F' # Q (i stad z Twierdzenia Minkowskiego |Ap| > 1
(**)). Z lematu 4 mamy Ag|Ar. Poniewaz (ze wzorow Viete'a) wspotezyn-
niki miny(«) sa wartosciami elementarnych funkcji symetrycznych na pier-
wiastkach tego wielomianu, wiec miny («) € N[z], gdzie N jest najmniejszym
rozszerzeniem Galois ciata Q zawierajacym K. Stad, FF C N i znéw otrzy-
mujemy Ap|Ay. Jedli p|Af jest liczba pierwsza, to mamy teraz p|A; oraz
p|An. Z lematu 2. wnioskujemy, ze takze p|Ag. Ponadto z (**) wynika, ze
taka liczba pierwsza p zawsze istnieje, co przeczy zalozeniu, ze (Ag, Ap) = 1.
Z drugiej strony zauwazmy, ze na mocy Lematu 6., M = spang{ar}, bo
cialo to zawiera zaréwno K jak i L, a wiec [M : Q] < nm. To dowodzi a).

Z definicji, OO to najmniejszy podpierscien Oy, zawierajacy zaréwno
Ok jak Op. Zatem {ap5} dla 1 < k < n,1 <1 < m jest baza catkowita
OrOr,. Ponadto:



Anyg({awi}) = det(oi(ar)0;(5)) (1)

gdzie po lewej mamy wyrdznik uktadu elementéw algebraicznych, o; sa za-
nurzeniami zespolonymi ciata K, a 6, sa zanurzeniami zespolonymi ciata L.
Zatem jest to poprawne, poniewaz kazde z nm zanurzen 7 ciata M indukuje
zanurzenia 7|x = o; oraz 7|, = 6; oraz warto$¢ zanurzenia na dowolnym
elemencie ciala M jest wyznaczona jednoznacznie przez wartosci na {ax/5;},
zbiorze generatoréw M/Q. Powyzszy wyrdznik jest kwadratem wyréznika
macierzy Kroneckera:

Ab(B1)  AO(B2) ... A6 (Gn)
A0y(B1)  Aby(B2) ... AbBx(Bnm)

. . . Y

AOn(3) Abn(B) .. Ab(Br)

gdzie A = [0;(au)]1<i<n.1<k<n- Na mocy lematu 1 otrzymujemy

Anjg({anfi}) = ARAL. (2)
Z lematu 2 oraz multyplikatywnosci stopnia rozszerzen ciat:
Anrjg = AR NS Ay i) = Ao NS/ Ay i)
i podobnie:

Apyg = AZ/@NL/Q(AM/L)-

Sa to rownosci ideatéw gtéwnych w Z, a zatem zaréwno A7 jak i AR dzielg
Ay, a poniewaz z zatozenia (Ag, Ar) = 1, wiec w Z zachodzi podzielnosé:

AAR | Ay
Zauwazmy jednak, ze z (2) wynika podzielno$¢ odwrotna:
Ay | ARAT = Ano({oni}).-
Z tych dwoch faktow wynika po pierwsze, ze {a;0;} jest baza catkowitag Oy
oraz, ze Ay = ARAT, co konczy dowdd podpunktéw b) i ¢) oraz catego

twierdzenia.

]
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