0.1 Liczba klas ciata kwadratowego

Przedstawimy dowod Twierdzenia Dirichleta o liczbie klas ciala kwadrato-

wego. Istnieje rowniez bardziej ogdlna wersja tego twierdzenia dla cial licz-

bowych.

Dirichlet udowodnit przypadek dla cial kwadratowych w 1837 roku, uzywajac

w dowodzie form kwadratowych bardziej niz ciat kwadratowych. Potrzebo-

wal on tego wyniku dla dowodu twierdzenia o liczbach pierwszych w ciagach

arytmetycznych.

Twierdzenie to pozwala na wyrazenie liczby klas ciala kwadratowego jako

skonczong sume tatwo obliczalnych sktadnikéw. Dotychczas wszystkie zgrabne
dowody tego wyniku uzywaja nietrywialnej analizy.

Zdefiniujemy teraz pojecia potrzebne do przeprowadzenia dowodu.

Potrzebne nam beda nastepujace uogélnienia pojecia symbolu Legendra.

Definicja 0.1.1. Niech n > 1 bedzie nieparzystq liczbg catkowitq. Niech:
n=pytep

bedzie rozktadem n na czynniki pierwsze. Wowczas funkcje ( ) 7 —{0,£1}

zadang wzorem: "
B =G)" )"

nazywamy symbolem Jacobiego, gdzie (i) oznacza symbol Legendra.

Nietrudno zauwazy¢, ze jesli (n,a) # 1, to (%) = 0. Ponadto jesli p jest
liczba pierwsza niedzielaca n, wowczas:

(%)= ()= %)

Symbol Jacobiego <E) zalezy wylacznie od a mod n. Prawo Wzajemnosci
Reszt Kwadratowych Gaussa uogélnia si¢ na symbol Jacobiego w nastepujacy
sposéb.

Twierdzenie 0.1.1. Niech a,n € Z~q oraz (a,n) =1. Wowczas:



(&) =(nenevn(2) i ane2zi

n a
2
():(—1)<”2—1>/8 dla  ne2Z+1.
n
Dowdd. Niech:
n=pit-...por
a:qlﬁlm..-qﬁ{”

beda rozktadami n oraz a na czynniki pierwsze. Zauwazmy, ze dla dowolnych
liczb catkowitych «, 8 mamy:

(-1 =1 (-1~—1

a-f= 5 5 mod 2 (1)
Mozemy przyjac, ze:
P =...= pr = 3 mod4
Pkl =...= pr = 1 mod4 @)
g =...= ¢ = 3 mod4
Qi1 =...= ¢n = 1 mod4

Przyjmijmy ponadto nastepujace oznaczenia:
al+...+ap=«a oraz [i1+...+5, =70

Mamy wéwczas:

= «a-f mod?2 (4)



Wéwcezas na mocy Prawa Wzajemnosci Reszt Kwadratowych Gaussa, multi-
plikatywnosci oraz (1), (2) i (4) mamy:
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Dowdéd drugiej rownosci przebiega podobnie, wykorzystuje ponadto fakt, ze
dla symbolu Legendra mamy:
2_
(%) = (=) -1)/8
O

Zauwazmy, ze symbol Jacobiego nie przenosi wlasnosci reszt kwadrato-
wych w taki sposéb jak symbol Legendra. Oczywiscie, jesli a jest reszta
kwadratowa modulo n taka, ze (a,n) =1, to %) = 1. Jednakze odwrotne

twierdzenie nie zachodzi.

Przyktad. Poniewaz 2 nie jest reszta kwadratowa modulo 3, zatem nie jest
resztg kwadratowa modulo 15. Jednakze z definicji mamy:

2 2\ (2
(#)=()(G)=Cn-(n=1
Definicja 0.1.2. Niech n # 0 bedzie liczbg catkowitq. Funkcje
(ﬁ) :Z — {0,+1} o nastepujgcych wlasnosciach:

(1). (%):0 dla  (a,n)>1



N a==+1 (mod 8)
(3). (5) = {_1 a=43 (mod 8)

@ ()= ()0 (2)-()
nazywamy symbolem Kroneckera.

Definicja 0.1.3. Niech I bedzie niezerowym ideatem pierscienia Ok, N(I)
oznacza norme tego ideatu oraz s € C, wowczas:

Ck(s) ZZI:N(I)*S

nazywamy dzetq Dedekinda (suma przebiega po wszystkich niezerowych ide-
atach w Ok).

Twierdzenie 0.1.2. Niech (g oznacza dzete Dedekinda kwadratowego ciata
liczbowego o wyznaczniku D. Niech h oznacza liczbe klas pierscienia Ok, w
- liczbe jednosci w Ok oraz u - jedno$c podstawowq w Og. Wowczas:

2hlogu
Vb dla D>0

lim (s —1)Ck (s) = px =

2th_ gl D <0
wy/|D|

Dowdd. Dowdd mozna znalezé w paragrafie 11.2 w [1]. O

Definicja 0.1.4. Niech D bedzie wyznacznikiem ciatla kwadratowego @(\/c_l)
dla bezkwadratowej liczby calkowitej d. Wowczas funkcje x : Z — {0,£1}
zadang wzorem:

nazywamy charakterem Dirichleta modulo | D).



Twierdzenie 0.1.3 (WZOR NA LICZBE KLAS). Niech D bedzie wyznacz-
nikiem ciala kwadratowego K = Q(v/d). Wéwczas liczba klas h pierscienia
Ok dana jest wzorem:

D-1
_Tégu azzjl x(a)log(2sin(amw/D)) D >0
h—
» P71
—2 a; x(a)-a D <0

gdzie w oznacza liczbe pierwiastkow z jedynki w K, u jest jednoscig podsta-
wowq K, a x oznacza zdefiniowany powyzej charakter.

Nastepujace twierdzenie jest specjalnym przypadkiem powyzszego twier-
dzenia pokazujacy niezwykly zwigzek pomiedzy jednosciami w rzeczywistym
ciele kwadratowym.

Twierdzenie 0.1.4. Niech q > 0 bedzie liczbg pierwszq przystajgcg do 1 mo-
dulo 4. Wowczas liczba:
(g—1)/2 _(g)
v= ][ sin(am/q) \°

a=1

jest jednoscig w Z[(1+/q)/2], pierscieniu liczb algebraicznych w Q(\/q).
Jednosé ta jest zwigzana z jedno$cig podstawowq nastepujgcym rownaniem:
v=ul

gdzie h oznacza liczbe klas ciata Q(\/q).

0.2 Dowdd Twierdzenia o liczbie klas

Udowodnimy najpierw kilka waznych lematow.

Lemat 0.2.1. Niech N,a bedg liczbami rzeczywistymi takimi, Ze N > 1 oraz
1<a< N. Wowczas:

Dowaod. Bedziemy korzystaé¢ z nastepujacych wzorow:



cosa = cos(—a), sin(—a)= —sina, cos2a =1-—2sin’a,
sin2a = 2sina-cosa, sin(a+ [3) =sina-cos [+ cosa-sin 3,
cos(a+f3) = cosa-cosff —sina-sin 3, cos( ) =0, sm( ) =1,

¢ = cosh+isinf.

Przeksztatémy wyrazenie:

. 2ra 2ra 2ma 2ra
(—27ia)/N _ _ et .. Aty 4 [kl BT e T
¢ L COS( N)—i—zsm( N) L COS(N) ZSm(N) !

— 1 —2sin? (7;\?) —¢sin (2]7\?) —1=—2sin? (}2?) —¢sin (2]7?)
— —92sin? (?\?) — 2¢sin (7;\?) - COS (R?)
Ta T a Ta T Ta
= 2sin (N) - COS <2> - COS (N) — 2sin (N) -sin <2> -sin (N)
— 2¢8in (m) sin < > CcoS < > — 218in <m> COS (W> sin (m)
N N 2 N
=2 () (s (5+ )~ (5+7))
=2s N Cos N 1S

= 2sin (?\?) . _Z<

(27wia) /N

2
7'I'W

w\a

Mnozac stronami przez e dostajemy:

1 (27rza)/N — 92¢in (?\?) _e—i<%+7jr\7) (2wia)/N _ — 92¢in (?\?) 62<L1\?_%>

Logarytmujac stronami i mnozac przez (—1) dostajemy teze. O

Lemat 0.2.2. Niech y oznacza zdefiniowany powyzej charakter i ¢ = ¢2m/|P|

oraz:
|D|—-1

G= 2_:1 x(a)¢” ()

Wowczas:
G?=D (6)
Ponadto dla kazdego n:
1 1Pt
X =5 X xa)e (7
a=1



Dowdéd. Zauwazmy, ze iloczyn G? mozna zapisaé¢ w nastepujacy sposob:

|D|-1 |D|—1 |D|—1 |D|-1

Gi= X At X aene= X et
a=1 a=1 r=1
(a,| DJ)=1 (T,\DI) (a,| D])=1(r,|D])=1

Zauwazmy ponadto, ze:
|D|-1  |D[-1
0= Z Z X(T)CG(T—H) (9)
a=1 r=1
(a,|D))=1(r,|D[)>1
oraz:

|D|-1 |D|-1

0= Z Z X Ca (r+1) (1())

a=1 r=1
(a,\D|)>1

Ponadto:
|D|-1

0= (g) ¢00=) (11)

r=1
Na mocy (9), (10) i (11) z (8) dostajemy:
\D|—1|D|—1 \D|—1|D|~1

G2: z_:l z_:lx( Car—l—l Z ZX Calr

|D|—-1]D|-1 |D|-1|D|-1

-(3) X X (p)e=(3) X X (5)e0
B ()5

Z kryterium Eulera sktadnik z r =1 wynosi:

(5 )Ip1= (12022 p) (13)

Twierdzimy, ze pozostate sktadniki w rownaniu (12) sa zerami. Niech r # 1
oraz 1 = (17", Wéwczas 7 jest nietrywialnym pierwiastkiem stopnia |D| z
jedynki. Pokazemy, ze:

S=1+n+...+9P1=0 (14)

7



Zauwazmy, ze:
77-S:77+772...—|—77|D|*1+77|D‘ :77+772...—|—77|D|71—|—1 =5
Poniewaz 1 # 1, zatem S = 0. Wstawiajac (13), (14) do (12) dostajemy:
G*=D

Dla (n,D) =1 mamy:

|D|-1 |D|-1 |D|-1

> xl(@)¢™ =37 x(@n®)™ =x(n) > x(an)(™ =x(n)G  (15)

a=1 a=1 a=1
Dzielac stronami (15) przez G, dostajemy (7) - przypadek dla (n,D) > 1 jest
trywialny. [

Uwaga. Zauwazmy, ze GG jest elementem ciata kwadratowego - to czy jest
to element rzeczywisty zalezy od znaku D. Jedli D > 0, to wéwczas z (7)
wynika, ze G jest rzeczywiste, w tym przypadku G = £+/D z réwnania (6).
Jesli D <0 to z réwnania (6) wynika, ze G = :I:z'\/ﬁ . Przeprowadzimy teraz
dowdéd Wzoru Na Liczbe Klas z doktadnoscig do znaku.

Dowdéd. (TWIERDZENIA 0.1.2.) Zaczniemy od formalnych przeksztatcen
L(x,1) dowodzac zbieznosci pézniej. Z definicji:

L(x,1) = il)ﬁm

Korzystajac z (7) i przestawiajac wyrazy sumy mamy:

1 |D|-1 S RN
Lx =g X xla) Y e/l (16)
a=1

n=1

Wewnetrzna suma jest rowna —log (1—627””/ D |) wiec stosujac Lemat
0.2.1. z N = |D| otrzymujemy:

Lo 1) = —(1; “j;lx(a) llog <2sin ﬁ) _7; (1 _ ﬁglﬂ Coan

8



W tym momencie trzeba rozpatrzy¢ dwa przypadki, w zaleznosci od znaku
D. Jedli D >0 to G jest rzeczywiste, a poniewaz wiemy, ze L(y,1) jest
rzeczywiste, wiec urojona cze$é réwnania (17) musi zniknaé. Mamy wiec:

L(x —%jlx )log <2sm|D|> (18)

Na mocy Twierdzenia [| powyzsze wyrazenie jest réwne 2hlogu/y/|D|. Po-
niewaz G = 4./|D|, otrzymujemy:

a)log(2sin(am/D))

Pierwszy przypadek jest udowodniony z doktadnoscia do znaku.

Jesli D < 0, to suma Gaussa G jest czysto urojona, zatem z réwnania (17)
otrzymujemy:
|D|—-1

LoD = g 2 e (19)

7 Twierdzenia [| powyzsze wyrazenie jest réwne —25— ponadto G = +i/| D],
[| powy y J w/1D] p | D
zatem:
|D|-1

T3 |D| Z x(a (20)

Drugi przypadek jest udowodniony z doktadnoscig do znaku.
Roéwnanie (16) moze by¢ uzyskane za pomoca Wzoru Sumacyjnego Abela,
jedyne czego w tym przypadku potrzebujemy to jednostajna ograniczono$é

> x(a). O

a<zx

Uwaga. Dowdd poprawnosci wyboru znaku w powyzszym Twierdzeniu
mozna znalezé w paragrafie 11.4 w ksiazce [1].
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