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Wprowadzenie

Okoto roku 1880, badajac wlasnosci funkcji

nw) = e J[(1- ),
n=1
Dedekind udowodnit nastepujaca formule:
b 1 d d
ogn (Zaf—td) = logn(w) + 3 log cw;i— + mal—;c —mis(d, c).

gdzie a,b,c,d € Z,

(CI Z ‘ = 1, natomiast s(b,a) jest suma Dedekinda. Definiujemy ja w nastepujacy

oS () (@) e - {117} drez

Dla liczb naturalnych wzglednie pierwszych h, k.

sposob:

Sumy Dedekinda znalazly wiele ciekawych zastosowan. Oprocz formul zwigzanych z funkcja n, poja-
wiaja si¢ miedzy innymi w dowodzie prawa wzajemnosci dla symbolu Jacobiego, zliczaniu punktow
kratowych oraz partycji. Celem seminarium bedzie omowienie wlasnoéci arytmetycznych sum Dedekinda
i ich uogdlnienia — sum Fouriera-Dedekinda oraz wspomnianych wczes$niej zastosowan.

Literatura

e H.Rademacher i E.Grosswald, Dedekind Sums.
e M.Beck i S.Robins, Computing the Continuous Discretely.



Program seminarium

Wykltad 1. Wstep. Prawo wzajemnosci dla sum Dedekinda. 19 marca
Wryklada: J.Garnek.

Zaprezentowane zostang dwa rézne dowody prawa wzajemnosci:

1 1 /h 1 K
s(h,k)+s(k,h):_4+12(k+hk+h).

Pierwszy z nich polega na poréwnywaniu liczb punktéw kratowych odpowiednich podzbioréw prostopa-
dlodcianu h x k x hk. Drugi wykorzystuje w naturalny sposéb okresowosé ((%)), dzieki czemu mozna

wyrazié¢ t¢ warto$é w postaci skoficzonego szeregu Fouriera Y~ a,,&"", gdzie & jest pierwiastkiem
pierwotnym stopnia k& z jednosci.

Wyklady 2 i 3. Klasyczne zastosowania prawa wzajemnosci. 9 i 16 kwietnia

Wyktadaja: J.Garnek i f..Nizio.

Udowodnione zostana nastepujace twierdzenia:

e Twierdzenie o sumie utamkéw w N-tym ciggu Fareya:
R 9 a2
q 212
p,a<N; (p,q)=1

e Prawo wzajemnosci dla symbolu Jacobiego:

(3G v

dla m i n nieparzystych, wzglednie pierwszych.

(=i = (2],

n

e Twierdzenie Zolotariowa

gdzie I(m,n) oznacza liczbe inwersji w ciagu m, 2m,3m, ..., (n — 1)m modulo n.
(twierdzenie to prowadzi do innego dowodu prawa wzajemnosci dla symbolu Jacobiego)

e Twierdzenie Mordella: liczba punktow kratowych w czworoscianie o wierzchotkach
(0’07 0)7 (a7 0? 0)7 (0)b7 0)7 (07 07 C),

gdzie a, b, ¢ sg naturalne i wzglednie pierwsze, wynosi

1 1 1 1 (bc ca ab 1

—abc+ = (b b)+-(a+b ——+ =+ — —2—5(bc,a) —s(ca,b) —s(ab, c).

i c+4( c+ca+ta )+4(a+ +c)+12 (a + 2 + c>+12abc s(bc,a) — s(ca, b) — s(ab, c)
Wyklady 4 i 5. Sumy Fouriera-Dedekinda i problem rozmiany. 23 i 30 kwietnia
Wyklada: K.Gérnisiewicz.

Suma Fouriera-Dedekinda nazywamy wyrazenie
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gdzie a1, as,...,an,b sa liczbami naturalnymi parami wzglednie pierwszymi, a &, jest pierwotnym pier-
wiastkiem stopnia b z jednosci. Sa to w pewnym sensie uogdlnienia sum Dedekinda, gdyz

b—-1
,1;0) = — b) + ——
so(a, 13 b) = —s(a,b) +
Sumy te pojawiaja si¢ przy wyznaczaniu liczby sposobéw rozmiany monety o nominale n na monety o
nominalach ze zbioru A = {aq,as,...,an,}. Wynosi ona
Ps(n) =poly,(n Zs n(@1,..., G5, ..., am; a;),

gdzie poly 4 (n) jest wielomianem zmiennej n stopnia m, ktérego wspétezynniki tatwo policzyé, natomiast
@; oznacza w tym miejscu, ze wyraz a; pomijamy.

Na wykladzie wykazana zostanie powyzsza formula oraz metoda wyznaczania wspolczynnikéw wielo-
mianu poly 4 (n). Zostana réwniez sformutowane i udowodnione prawa wzajemnosci dla sum Fouriera-
Dedekinda, miedzy innymi prawo Zagiera

Zso ai,...,05,...,0m,; a;) =1 —poly,(0),
ktoére jest prostym wnioskiem z powyzszej formuly oraz prawo Rademachera

m
an(a'h' H 7@7' -y Am; aj) = _p01YA(_n)
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Wykltad 6. Punkty kratowe i wielomiany cyklotomiczne. 7 maja

Wyktada: B.Bzdega.

Metody z poprzedniego wykladu z powodzeniem stosuje sie do wyznaczenia liczby punktéw kratowych
w sympleksie d-wymiarowym o wierzchotkach

(0,0,...,0), (”,o,...,o), <0,",0,...,0>, <o,...,o,"),
a1 a2 aq

gdzie ai,aso,...,aq s3 liczbami naturalnymi. Liczba ta, zgodnie z twierdzeniem Ehrharta, wyraza sie
pewnym quasiwielomianem
ca(m)n® 4 ...+ c1(n)n + co(n),

ktérego wspdlezynniki zmieniajg sie okresowo w zalezno$ci od n. Jedli aq, asq, . .., ag sa parami wzglednie
P Y J ) A2, ) p

pierwsze, to wspdlczynniki ¢y, ..., cq sa stale i stosunkowo latwo je obliczyé. Wspolezynnik cq(n) jest

zawsze zmienny i wyraza si¢ w terminach sum Fouriera-Dedekinda.

Przypadek w ktorym aq, aq, . . . , ag nie sg paraml wzglednie pierwsze jest znacznie bardziej skomplikowany
ze wzgledu na to, ze funkcja ) posiada wéwczas bieguny rzedu wigkszego niz 1

1—2)(1—z91 1 292
w punktach innych niz z = 1? Mc))éywac;é do r)ozwazema go (przynajmniej dla d = 3) jest poszukiwanie
wzoréw na wspélezynniki wielomianu cyklotomicznego ®,,q,. Jesli przez P(n) oznaczymy liczbe punktéw
kratowych w czworoscianie o wierzchotkach (0,0, 0), (q’;,O 0), (0, ;;, 0), (0,0, ﬁ), to n-ty wspdlezynnik
&, Wyraza si¢ wzorem

apgr(n) = Z (=) TP(n — up — vg — wr).

u,v,we{0,1}



Wyklady 7 i 8. Sumy Dedekinda i ré6wnania modularne.
Wyklada: W.Gajda.

Wykazana zostanie tozsamosé przedstawiona we wstepie:

cw +d a-+d

b 1
7 (:i—td) = logn(w) + §log ; + i T mis(d, c),

z ktorej znéw mozna tatwo wykazaé prawo wzajemnosci sum Dedekinda.

a b

Niech a,b,c,d € Z, M = ( ¢ d >, det M = 1. Okredlamy

b dlac=0
(I)(M) { Lid _ 123gn((})3(d7 ‘CD dla ¢ 75 0,

V(M) =d(M) — 3sgn(c(a + d)).

14 i 21 maja

Funkcja @ jest uzyteczna przy badaniu struktury grupy modularnej I' i jej podgrup. Funkcja ¥ jest

niezmiennicza na klasach podobiefistwa w I':

U(M)=W(L'ML) dlaL,MecT.

Podczas wykladu omoéwione beda niektére wlasnosci funkeji ® i W oraz ich konsekwencje.

Przygotowal Barttomiej Bzdega



