Kamil Sikorski

Prawa wzajemnosci Gaussa

Pytanie 1. Dla jakich liczb pierwszych p kongruencja z* = a(p) ma rozwig-
zanie?

1. Theorema Aureum

Celem tej czesci jest pokazanie, ze 22 = ¢(p) ma rozwigzanie < ma je
r? = p(q), gdzie p i ¢ sa réznymi, nieparzystymi liczbami pierwszymi.
Fakt ten zapisuje si¢ takze za pomoca tzw. symbolu Legendre’a

<p> <q> = (—1)(=D/D)(@=D/2)
a) \p

1.1. Reszty kwadratowe

Jedli (a,m) = 1, to a jest zwane resztg kwadratowa mod m jesli kongru-
encja r*> = a(m) ma rozwigzanie. W przeciwnym przypadku a jest niereszta,
kwadratowg mod m.

Na przyktad 2 jest reszta kwadratowa mod 7, ale 3 juz nie. Rzeczywiscie
12, 22, 3% 42, 52 i 6% przystaja odpowiednio do 1, 4, 2, 2, 4 i 1. Stad

1, 24 4 sy resztami kwadratowymi, a 3, 57 6 nie.

Definicja 1.1.1. Symbol (a/p) bedzie mie¢ wartosé 1 kiedy a jest resztq kwa-
dratowg mod p, -1 kiedy a jest nieresztq kwadratowg mod p i 0 kiedy p | a
(a/p) jest zwany symbolem Legendre’a.

Sposrod wiasnosci symbolu Legendre’a warto wymienié¢
(a) (a/p)(p) = aP=1/2
(b) (ab/p) = (a/p)(b/p)
(c) Jeslia =b, to (a/p) = (b/p)
(d) (~1/p) = (~1)0 V"
(e) (2/p) = (~1)¥ 1B
(£) (»/a)(a/p) = (~1)F- /2172

Kazda liczba nieparzysta jest postaci 4k + 1 lub 4k + 3. Ciekawy jest
zwlaszcza podpunkt (d), ktéry mozna przeformutowaé nastepujaco: z? =
—1(p) ma rozwiazanie < p jest postaci 4k + 1.

Natomiast podpunkt(f), ktérego dowdd jest na koncu rozdziatu, daje odpo-

wiedZ na poczatkowe pytanie.



Twierdzenie 1.1.1. Niech q bedzie nieparzystq liczbg pierwszg.

(a) Jesli g = 1(4), to q jest resztq kwadratowg mod p < p = r(q), gdzie r
jest resztq kwadratowg mod q.

(b) Jesli q = 3(4), to q jest resztq kwadratowg mod p < p = +b*(4q), gdzie
b jest nieparzystq liczbg wzglednie pierwszq z q.

Uogolnieniem symbolu Legendre’a dla wszystkich liczb nieparzystych jest

symbol Jacobiego

Definicja 1.1.2. Niech b bedzie nieparzystq, dodatnig liczbg catkowitq i a
dowolne catkowite. Niech b = pips...pm, gdzie p; sq pierwsze, niekoniecznie
rozne. Symbol (a/b) zdefiniowany nastepujgco

-GGG

jest zwany symbolem Jacobiego.

Symbol Jacobiego ma bardzo zblizone wtasciwosci do symbolu Legen-
dre’a, jednakze nalezy zaznaczy¢, ze (a/b) moze by¢ rowne 1 i jednoczesnie a
nie musi by¢ reszta kwadratowa mod b. Na przyktad (2/15) = (2/3)(2/5) =
(—1)(—1) = 1, ale 2 nie jest reszta kwadratowg mod 15. Jest prawda nato-
miast, ze jesli (a/b) = —1, to a jest niereszta kwadratowa mod b.

1.2. Dow6d prawa wzajemnosci reszt kwadratowych

I[stnieja setki dowodow tego twierdzenia. My pokazemy dowod autorstwa
Eisensteina.

Rozwazmy funkcje f(z) = €*™* — e~ 2™ = 2isin 27z. Spelnia ona warunek
f(=2) = —f(2).

Stwierdzenie 1.2.1. Niech n bedzie dodatnie, nieparzyste i caltkowite i f(z) =
6271'2'2 _ 6—27riz7 wtedy

flz flz——
) "
Stwierdzenie 1.2.2. Jesli p jest nieparzysta i pierwsza, a € Z i p1a, to
(p—1)/2 la (r—1)/2 l
Dowodd prawa wzajemnosci reszt kwadratowych. Niech p i ¢ beda niepa-
rzyste i pierwsze. Wtedy z poprzedniego stwierdzenia

(r—1)/2 M>_<Q> (r—1)/2 <l>
l:Hl f(f? \p zzHl av

Ze Stwierdzenia 1.2.1

B () (G-
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Co razem daje

q (g=1)/2 (p—1)/2 (l m) <l_m>
() ]'_:[ =1 ! p+q d p q

W ten sam sposéb znajdujemy

(51 (55 (5 5)

A skoro f(m/q—1/p) = —f(l/p — m/q) widaé wiec, ze

(—1)(@=D/D)(@-1)/2) <q> _ <p>
p q

<p> <q> = (—1)(P=D/D)(@-D/2)

a; \P

Stad dostajemy

2. Prawo wzajemnosSci reszt szeSciennych i
dwukwadratowych

Zanim przejdziemy do omawiania reszt szeSciennych wprowadzimy kilka
poje¢ potrzebnych pdzniej.

2.1. Sumy Gaussa i Jacobiego

Charakterem multiplikatywnym na F,, = Z/pZ nazywamy odwzorowanie
X z F; do liczb zespolonych bez zera, ktore speinia

x(ab) = x(a)x(b) dla kazdego a, b € F;

Symbol Legendre’a jest przyktadem takiego charakteru, jesli rozpatrywaé
go jako funkcje warstwy a modulo p. Innym przyktadem jest charakter try-
wialny €(a) = 1 dla kazdego a € F,.

Charaktery multiplikatywne tworza grupe w sensie nastepujacej definicji.
(1) Jesli x ¢ A sa charakterami, to x\ jest odwzorowaniem, ktére przeksztal-
ca a € Iy do x(a)\(a)
(2) Jezeli x jest charakterem, to x ! jest odwzorowaniem, ktére przeksztatca
a € Fy do x(a)™!

Jedynka tej grupy jest oczywiscie charakter trywialny e.

Stwierdzenie 2.1.1. Grupa charakterow jest cykliczng grupg rzedu p — 1.
Jesli a € Fia+# 1, to istnieje charakter x taki, ze x(a) # 1.

Whniosek 2.1.1. Jeslia € Fyia# 1, to >, x(a) = 0, gdzie sumujemy po
wszystkich charakterach.



Definicja 2.1.1. Niech x bedzie charakterem na F, i a € F,. Niech g,(x) =
S x ()¢, gdzie sumujemy po wszystkich t w F, i ¢ = e*™/P. g,(x) jest tzw.
sumq Gaussa na I, charakteru x.

Oznaczamy ¢1(x) jako g(x).

Stwierdzenie 2.1.2. Jeslia # 0 1 x # ¢, to gu(x) = x(a™V)g1(x). Jesli
a£0ix=c¢,1t0¢g.(e) =0. JeSlia=01ixF#e¢, togyx)=0. Jeslia=01i
X =€, to go(e) = p.

Rozwazmy réwnanie 22432 = 1, ktére nad ciatem F), ma skoriczenie wiele
rozwiazan. Ich liczbe oznaczmy jako N(x? + y* = 1) i zauwazmy, ze

N@*+y*=1) = Z; N(z? = a)N(y* = b),

gdzie sumujemy po wszystkich parach a, b € F), speliajacych warunek a +
b= 1. Jako, ze N(2?> = a) = 1 + (a/p), otrzymujemy przez podstawienie, ze

N +y2 = 1) —p+2a:<z> +;<Z> ta (:Z) <2>

Pierwsze dwie sumy sg rowne zero, wiec pozostaje obliczy¢ trzecig sume,
ktéra jak sie okazuje wynosi —(—1)®~9/2, Stad N(x?+y? = 1) wynosi p— 1
jeslip=1(4)ip+1gdyp=3(4).

Definicja 2.1.2. Niech x i A bedg charakterami w F, i niech J(x, \) =
>arv=1 X(@)A(D). J(x, A) jest zwane sumgq Jacobiego.

Stwierdzenie 2.1.3. Zalozmy, ze p =1 (n) i x jest charakterem rzedu n >
2. Wtedy

g()" = x(=DpJ(x, x)J(x, X*)---J(x, X" 7?)

2.2. Reszty szeScienne

Celem tej czesci jest pokazanie, ze podobnie jak miedzy kongruencjami
kwadratowymi, tak i miedzy kongruencjami szesciennymi istnieje zaleznosc.
Mianowicie 3 = ¢(p) ma rozwiagzanie < ma je z° = p(q)

Na poczatek rozwazmy réwnanie 2 = 1. Jako, ze 2° — 1 = (z — 1)(2* +
r + 1), wigc pierwiastkami tego réwnania sa 1 i (—1 4 y/—=3)/2. Niech
w = (=14++/=3)/2. Latwo sprawdzi¢, ze w? = (—=1—+/=3)/2i 1+w+w? = 0.
Rozwazmy zbior Zjw] = {a+bw|a, b € Z}. Tworzy on pierdcienl z dodawaniem
i mnozeniem, ktéry jest zamkniety ze wzgledu na operacje sprzezenia, oraz
jest dziedzing z jednoznacznoscia rozktadu. Dla elementu o = a + bw € Z[w]
definiujemy norme o, Nao = aa = a® — ab + b?, gdzie @ oznacza sprzezenie
a. Bedziemy stosowaé notacje A(«) zamiast Na oraz D = Z[w).

Warto wymieni¢ pare wtasciwosci pierscienia D
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(a) a € D jest jednoécig <& Na = 1. JednoéciamiwDsal, —1, w, —w, w?
2

w*.

(b) Jesli 7 jest elementem pierwszym w D, to istnieje liczba pierwsza cal-
kowita taka, ze Nm = p lub p?>. W pierwszym przypadku 7 nie jest sto-
warzyszona z liczba pierwszg catkowita; w drugim jest stowarzyszona z
.

(c) Jesli m € D jest takie, ze Nm = p jest liczba pierwsza catkowita, to 7
jest elementem pierwszym w D.

(d) Zaltdézmy, ze p i ¢ sa liczbami pierwszymi catkowitymi. Jesdli ¢ = 2 (3),
to ¢ jest elementem pierwszym w D. Jesli p = 1 (3), to p = #7, gdzie
7 jest pierwszy w D. Wtedy tez 3 = —w?(1—w)?i 1—w jest pierwsze w D.

W pierscieniu D mozemy wprowadzi¢ pojecie kongruencji. Jedli o, 3, v €
D i v # 0 nie jest jednoscia(jest nieodwracalna), to méwimy, ze o = 3 (7y)
jesli v dzieli o — (3. Tak jak w Z i tu mozemy stworzy¢ pierscien D/yD z klas
reszt modulo v, ktéry dla v € D bedacych elementami pierwszymi tworzy
skoniczone cialo z Ny elementami.

W tym miejscu nalezy przywotaé¢ wynik z teorii ciat skonczonych.

Stwierdzenie 2.2.1. Niech F bedzie skonczonym ciatem z q elementami,
a € F*. Wtedy 2™ = o ma rozwigzanie < o\ V/4 =1, gdzie d = (n, q—1).
Jesli istniejq rozwigzania, to jest ich doktadnie d.

Teraz, podobnie jak w poprzednim rozdziale, wprowadzamy symbol, ktérym
bedziemy postugiwaé si¢ przy sprawdzaniu czy dana liczba jest reszta sze-
Scienna.

Definicja 2.2.1. Jesli N7 # 3, to charakter reszty szesciennej liczby o mo-
dulo 7 jest dany nastepujgco

(a) (a/m); =0gdy 7|«

(b) a7V = (a/7)3 (7) i (a)7)3 wynosi 1, w lub w?.

(a/m)3 jest odpowiednikiem symbolu Legendre’a i posiada wiele analo-
gicznych wlasnosci.

Stwierdzenie 2.2.2. (a) (a/m)3 =1 & 2° = a (1) ma rozwigzanie, tzn.
&« jest resztg szeScienng

(b) oN™1/3 = (a/m)s

(c) (aB/m)s = (a/m)s(B/m)s

(d) Jesli a =3 (m), to (a/m)3s = (B/m)3

Dowdd. Czesé (a) jest szczegdlnym przypadkiem Stwierdzenia 2.2.1. Bio-
rac F = D/nD, g = N7 in =3 dostajemy teze.
Czesé (b) wynika natychmiast z definicji.
Caesé (c): (aBfm)s = (af) N7/ = oNT/BENT1/3 = (o /) (B /) ()

bt
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7, czego wynika teza.
Czesé (d): Jedli o = B (7), to (afm)3 = aN™T=D/3 = gIN7=D/3 = (8/m); (1),
wiec (a/m)s = (B/7)3.

Od tej pory bedziemy stosowaé notacje x,(a) = (a/m)3
Warto przyjrzeé sie tez wtasciwo$ciom charakteréw przy operacji sprzezenia.

Stwierdzenie 2.2.3. (a) x,(a) = xx(a)? = xx(a?)

(b) xx(a) = x=(@)
(¢) xq(@) = xq(a®) i xq(n) =1 jesli n jest liczbg pierwszq calkowitq wzgled-

nie pierwszq z q.

Z podpunktu (c) wynika, ze n jest reszta szeScienna modulo q. Stad je-
sli ¢1 # @2 sa dwiema liczbami pierwszymi przystajacymi do 2 modulo 3,
wtedy trywialnie mamy xq, (¢2) = X4 (q1). Jest to przypadek szczegdlny pra-
wa wzajemnosci reszt szesciennych. Aby sformutowaé¢ ogdlne prawo musimy
wprowadzi¢ pojecie liczb pierwszych prymarnych.

Definicja 2.2.2. Jesli  jest pierwsze w D, to mowimy, ze m jest prymarne
jesli m = 2 (3).

Jesli m = q jest calkowite, to nie wprowadzamy nic nowego. Jesli natomiast
T = a+ bw jest liczbg pierwszq zespolong, to definicja jest rownoznaczna z
a=2(3)ib=0(3).

Pojecie prymarnosci jest potrzebne, aby pozbyc sie niejednoznacznosci zwig-
zanej z faktem, ze kazdy niezerowy element D ma sze$é elementow stowarzy-
szonych.

Stwierdzenie 2.2.4. Zalézmy, Ze Nm = p =1 (3). Wsrdd elementow sto-
warzyszonych z © dokladnie jeden jest prymarny.

Twierdzenie 2.2.1. (Prawo wzajemnosci reszt sze$ciennych) Niech my i 7o
bedg prymarne, Nmy, Nmy # 3, @ N7y # Nmy. Wiedy

Xai (@2) = Xao (1)

(a) Nalezy rozpatrzy¢ trzy przypadki. Mianowicie obie liczby m; 1 7y sa cal-
kowite, m, jest catkowite i my jest zespolone, oraz obie 7y i 75 sa zespolone.
Pierwszy przypadek jest trywialny.

(b) Charakter szeScienny jednosci rozstrzyga si¢ nastepujaco. Z tego, ze
—1 = (=1)> mamy x.(—1) = 1 dla wszystkich elementéw pierwszych
m. JeSli Nm # 3, wtedy ze Stwierdzenia 2.2.2 podpunktu (b) wynika,
7e Xr(w) = wW™ VB Stad yr(w) = 1, w lub w? w zaleznosci, czy
Nm =1, 4 czy 7 modulo 9.



2.3. Dowd6d prawa zaleznosci dla reszt szeSciennych

Niech 7 bedzie liczbg pierwsza zespolona taka, ze Nm = p =1 (3). Z tego,
ze D/mD jest skonczonym ciatem charakterystyki p wynika, ze zawiera ono
kopie Z/pZ. Oba ciala maja p elementéw, wiec mozemy je utozsamiaé. Dzieki
temu mozemy rozwazaé . jako charakter szeScienny na Z/pZ w sensie sum
Gaussa i Jacobiego. Zachodza wtedy tozsamosci
(a) 9()* =pJ(x; X)

(b) Jesdli J(x, x) =a+bw,toa=—-1(3)ib=0(3)
(€) (Xry Xr) =7
(d) g(xx)® = pr

Dowdd prawa wzajemnosci. Rozwazmy najpierw przypadek m = ¢ =
2 (3)im=m, gdzie Nm =p.
Podnoszac obie strony réwnania g(,)® = pm do potegi (g>—1)/3otrzymujemy
g()@r)‘f_1 = (pﬁ)(qz_l)/?’. Biorge kongruencje modulo q widzimy, ze

90T = xg(pm) (q).

Xq(p) =1 co daje )
9(xx)" = xq(m)g(xx) (9)- (1)

Przeanalizujemy teraz lewa strone:
2 q2 2 2
90" = (=0 =307 (q).
A jako, ze ¢> =1 (3) i x.(t) jest pierwiastkiem szesciennym z 1, mamy

900" = g (xx) (@) 2)

Ze stwierdzenia 2.1.2. g,2(Xr) = Xx(¢72)9(Xx) = Xx(¢)9(Xx). Laczac réwania
(1)1 (2)
X (2)9(Xx) = Xq(m)9(Xx) (9)-

Mnozymy obie strony tej kongruencji przez g(x.). Jako, ze g(x»)9(xx) = D,

Xx(0)p = xq(m)p(q)

albo

X (4) = Xq(m)(q),
dajac

X () = Xq(m).

Pozostaje rozpatrzy¢ przypadek dwoch zespolonych liczb pierwszych 7 i w9,
gdzie Nmp = p; =1 (3) i Nmgy = ps = 1 (3). Ten przypadek rozwiazuje sie
praktycznie tym samym sposobem, z pewng roznica.
Niech v =71 1 79 = To. Witedy 71 © 2 sg prymarne i p; = w7y @ p2 = TaYs.
Zaczynajac od réwnosci g(x~,)® = p171 i podnoszac ja do (Nmy —1)/3 =
(p2 — 1)/3 potegi, oraz biora kongruencje modulo 7y otrzymujemy ta sama
metoda jak powyzej réwnosé

X (3) = Xmo (171). (3)
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Podobnie zaczynajac od g(Xx,)® = pama, podnoszac do (p; — 1)/3 potegi i
biorgc kongruencje modulo 71 otrzymamy

Xra (P1) = X (p22). (4)

Potrzebujemy takze rownosci x+, (p3) = X, (p2), ktéra wynika ze Stwierdze-
nia 2.2.3, poniewaz y; = T ¢ P, = p2. Mozemy teraz obliczy¢
X (72) X (P171) = XW1(7T2)X71 (pg>

z réwnania (3)
= X1 (72) X (P2) = Xy (P272)

Z POWYZzsze] uwagi

= Xmo (P1) = Xma (D111

z réwnania (4)
= Xz (1) Xra (P171):

Réwnajac ze soba pierwszy ostatni czton i skracajac przez x.,(pi171) dosta-
jemy oczekiwany rezultat:

Xy <7T2) = Xy (1)

2.4. Prawo wzajemnosci reszt dwukwadratowych

W tej czesci D oznacza pierscien Z[i]. Jesli a« € D, to (o) = aD jest
dziedzing ideatow glownych generowana przez «. Jej jedno$ciami sa £1, =+i.

Definicja 2.4.1. Liczba nieodwracalna o € D jest prymarna jeslhi o = 1(1+
i)3.

Zachodza nastepujace twierdzenia

(a) Niech m bedzie nierozktadalne w D. Pierdcien klas reszt D/m D jest skon-

czonym ciatem z N(7) elementami.
(b) Jedli 1 a, to V™ = 1(m).

Stwierdzenie 2.4.1.

(a) Jesli 1 a, to x.(a) =1 & 2* = a(r) ma rozwigzanie w D.

(b) Xﬂ(aﬁ) = XW(O‘) * XW(ﬁ)

() Xx(@) = x=(@)

(d) Jesli jest nierozktadalny i prymarny, to x-(—1) = (=1)@"V/2 gdzie 7 =
a + bi.

(e) Jesli a = B(m) to xx(a) = x=(5)

(f) Xx(e) = xala) jesli (m) = ()

Twierdzenie 2.4.1. Niech \ i 7 bedg wzglednie pierwszymi prymarnyms ele-
mentami pierwszymi w D. Wiedy

r(A) = xa(m) (= 1) (NA=D/ON(m)-1)/4




2.5. Konstruowalno$¢ wielokagtéw foremnych

W Disquisitiones Arithmeticae Gauss udowodnit za pomocg ”okreséw
cyklotomicznych”, ze jesli p jest liczba pierwszg postaci 2" + 1, to wielokat
foremny o p bokach jest konstruowalny za pomoca cyrkla i linijki. W tym
rozdziale pokazany zostanie dowod tego faktu za pomocg sum Gaussa i Jaco-
biego. W rozpatrywanej sytuacji konstruwalne liczby zespolone to te liczby,
ktére mozemy uzyskaé z QQ poprzez skonczong liczbe operacji wymiernych i
tworzenie pierwiastkow kwadratowych.

Definicja 2.5.1. Liczba zespolona o € C jest konstruowalna jesli istniejq
podciata ciata C, Q = Ko C K; C Ky C --- C K, takie, ze a € K, 1@
Ky = K;_1(y/ai—1) dla pewnego o; € Ky, i =1,...,n.

Widzimy, ze « jest konstruowalna wtedy i tylko wtedy, gdy czes¢ rzeczy-
wista i urojona liczby « sa konstruowalne. Co wigcej, jesli @ mozna skonstru-
owaé, to /o tez.

Lemat 2.5.1. Niech ¢, = e2™/*. Wtedy (on, gdzien =1, 2,... jest konstru-
owalne.

Dow6d. Z tego, ze (Can)? = (on—1 1 faktu, ze (s jest konstruowalne poprzez
indukcje dostajemy lemat.

]
Lemat 2.5.2.
1, jesli t=0),
S x(t)=<3p—1, jeslit=1,
X 0, jeslit # 0, 1,

suma po wszystkich charakterach z Fy.

Dowéd. Jedli x = € jest charakterem trywialnym, wtedy £(0) = 1 i teza
zachodzi dla ¢t = 0. Teza jest tez prawdziwa dla ¢ = 1 na mocy Stwierdzenia
2.1.1, a pozostale przypadki rozstrzyga wniosek do tego stwierdzenia.

Twierdzenie 2.5.1. Jesli p = 2" + 1 jest liczbg pierwszq Fermata, wtedy ¢,
jest konstruowalne.

Dowdd. Niech g(x) = >0, x(t)¢, jest suma Gaussa zwigzang z x, wtedy

p—1
S a0 = 3 (S0 ¢ =14 6= 16,
X t=0 \ x
Stad ¢, = (p— 1) (=14 X, g(x)) i wtedy ¢, jest konstruowalne jesli kazda
suma g(x) tez jest. Jednakze p — 1 = 2" i skoro charaktery tworza grupa
rzedu p—1 widzimy, ze rzad y jest 2™ dla pewnego m. Uzywajac Stwierdzenia

2.1.3 mamy g(x)*™ = x(=1)pJ(x, X)J0¢ x*) - J(x, X)), gdzie | = 2™ —2.
Jednakze J(x, X') € Z[(on], wige z Lematu 2.5.1 g(x)*™ jest konstruowalne.

Wynika z tego, ze g(x) tez jest konstruowalne.
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