Twierdzenia o aproksymacji

1 Aproksymacja dla norm

Zalézmy, ze mamy na danym ciele okre§lone parami nieréwnowazne, nietry-
wialne normy |- |1,..., ||, na tym samym ciele K. Mozna wtedy zada¢ pytanie
o to, w jakim stopniu te waluacje sa od siebie niezalezne. Interpretujac wielosé
|a — b|; jako miare tego, jak blisko siebie sa a i b, jest prawdziwe nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie (1.1.3, Artin-Whaples). Dla dowolnych elementéw x1,...,x, €
K mozemy znaleZé elementy x ktore, dla kazdego i, sq¢ dowolnie blisko x; wzgle-
dem normy |- |;. Dokladniej, dla dowolnego € > 0 rzeczywistego istnieje x takie,
ze

|z —zi)i <e dlai=1,...,n.

Przykladowo, powiedzmy, ze chcemy znalezé takie x, ze |[z—1|3 < €, |z +1|5 <
e oraz |r — 1] < €. Rozwazajac elementy postaci z = 73: dla odpowiednio
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duzego k nieréwnosci te zostana spelnione.

Proof. Najpierw wykazemy istnieje elementu a takiego, ze |a|; > 1 oraz |a|; < 1
dla j # i. Dowdd przeprowadzimy przez indukcje po n, zaczynajac od n = 2.
Poniewaz | - |1, | - |2 sa nieréwnowazne, istnieja b, ¢ takie, ze

ol < 1,[pl2 > 1
lelh = 1,]cl2 < 1
(w przeciwnym razie implikacja [b]; < 1 = |bl2 < 1 lub przeciwna zachodzi,
a to implikuje réwnowaznosé). Wtedy a = b~'c spelnia |a|; > 1,|als < 1 jak

chcielismy.
Zalézmy teraz istnienie takiego elementu y, ze |y|; > 1 oraz |y|; < 1 dla

i=2,...,n— 1. Ponadto, wiemy, zZe istnieje z takie, ze |z|1 > 1, |z|, < 1.
Jezeli réwniez zachodzi |y, < 1, to mamy |zy”|1 < 1,|zy”], > 1 dla dowol-
nego v > 1, a ponadto, dla v dostatecznie duzego oraz ¢ =2,...,n — 1,

l2y”|i = |zlilyly <1

(edyz |y|; < 1). Zatem mozemy wziaé a = zy".



Zal6zmy zatem, ze |y|, > 1. Polézmy

v

wy, = —2
v 1 + yu .
Wtedy, jak tatwo sprawdzi¢
lim |w,|;=0dlaj=2,...,n—1,
V—00

lim |w,|; =1dlaj=1,n.

V—00

W zwiazku z tym mamy
lim |zw,|; =0dlaj=2,...,n—1,
V— 00

lim |zw,|; = |z|; dla j = 1,n,
V—00

skad mamy (przypominajac, ze |z|; > 1, |z|, < 1), ze a = zw, dla v odpowiednio
duzego spelnia odpowiednie nieréwnosci.
Majac juz a, spdjrzmy na elementy postaci

aV

:1+a”'

by

Tak jak wcze$niej mozemy sprawdzié, ze lim |b,|; = 0dla j # 1 oraz lim |b, —
V— 00 V—00

1]y = 0. Zatem dla dowolnego €y > 0 istnieje element ¢; taki, ze |¢; — 1|1 < &g

oraz |c1|; < g dla j # 1. W analogiczny sposéb wykazujemy istnienie ¢; takich,

ze

le; — 1]; < e oraz |¢;|; < eg dla j # 1.

Uzywajac teraz nieréwnosci trojkata nietrudno sprawdzié, ze x = ciz1 + - -- +
cnxy bedzie spelnial szukane nieréwnosci gdy ¢¢ bedzie wybrane dostatecznie
mate. O

Twierdzenie to méwi nam, jak bardzo rézne sa topologie indukowane przez
nieréwnowazne normy. Dany ciag elementéw moze mie¢ rézne granice w kazdej
z indukowanych topologii.

2 Aproksymacja dla waluacji

Dla kazdej waluacji rangi 1 mozemy znalezé norme ktora indukuje doktadnie te
sama topologie (z tw. 2.1.1 mozemy zalozy¢, ze T’ < R, i wtedy e~¥(*) jest taka
norma). Wobec tego z poprzedniego twierdzenia wynika nastepne w szczegdlnym
przypadku, gdy wszystkie waluacje majg range 1.



Twierdzenie (2.4.1). Niech O; C K,i =1,...,n bedg niezaleznymi pierscieni-
ami waluacyjnymi i v; : K — T'; U{oo} odpowiadajgcymi in waluacjami. Wtedy
dla dowolnych a; € K oraz ~; € I'; istnieje x € K takie, Ze

vi(x —a;) >y dlai=1,... n.
Twierdzenie to udowodnimy teraz w pelnej ogdlnosci.

Proof. Wybierzmy §; € TI'; takie, ze 6; > 7;,0; > 0 oraz —6; < v;(a;) dla
wszystkich j. Wartosci tych nie ustalamy, gdyz w trakcie dowodu bedziemy
musieli je ,,poprawiac”.

Dla kazdego i rozwazmy nastepujace zbiory, otwarte w odpowiednich topolo-
giach:

M; ={zx € K :25; <v;(z)},
Ai={x e K :—-20; <wvi(x)}.

Wykazemy, ze §; moga by¢ wybrane tak, aby

Mmﬁ(K\Aj);A@.

Jj=2

Robimy to przez indukcje po n, znéw zaczynajac od n = 2. Jezeli M1N(K\Ag) =
J, to M7 C As. Biorac ¢; € My, co € My mamy

(cac1) My = ca(e1My) C oMy C coAs C My

czyli aMy C My dla a = cocy. Ale, jak zostato to udowodnione wezesniej, z tego
zawierania wynika zaleznosé Oy, Q2. Wobec tego My N (K \ As) # & niezaleznie
od wartoéci d1, do.

Dla n > 2, przy danych 61, d2, wybierzmy r € M; N (K \ As). ,,Poprawmy”
d3,...,0, powickszajac je tak, aby r € A; dla j = 3,...,n. Z indukcji wiemy,
ze

Min ﬁ(K\Aj) # 2,
j=3

wiec mozemy wybraé s nalezacy do tego zbioru. Jezeli s € Ao, to s jest szukanym
elementem. Gdy s € A, to r + s jest: M; jest zamknigte ze wzgledu na do-
dawanie, wigc r 4+ s € M, oraz dokladnie jedno z 7, s jest w A;,5 = 2,...,n,
wiec r+ s € Aj, bo A; jest zamkniete ze wzgledu na odejmowanie.

Podobnie, przy odpowiednim doborze §; zbiér

M;n((E\4;) # 2.
J#i

Chcemy teraz wywnioskowaé, ze dla pewnych §; wszystkie te przekroje sa jed-
noczesnie niepuste. Zauwazmy, ze zmniejszajac 9; zwiekszamy wszystkie zbiory



M;, K\ Aj, a wiec i ich przekrdj pozostanie niepusty. Wybierajac wiec 6; jako
najmniejsza spos$rdéd wartosci tego elementu uzytych do zagwarantowania nie-
pustosci przekrojow dostaniemy, ze zaden z nich nie jest wtedy pusty.

Elementy zbioru M;N(;_;(K\ 4;) sa analogiczne do elementéw a; z dowodu
1.1.3: sa one ,male” ze wzgledu na na waluacje v; oraz ,duze” ze wzgledu na
waluacje vj,j # 4.

Zmajdziemy teraz elementy d; ktére sa ,blisko 17 wzgledem waluacji v; oraz
sblisko 0”7 wzgledem waluacji v;, j # i. Dokladniej, nalezeé¢ ode beda do zbioru

(1+ M) N () M,
J#i
o ktérym pokazamy, ze jest niepusty. Istotnie, nalezy do niego 1-%3: dla dowolnego
x € M; N(;4(K \ Aj): Poniewaz x € M;, mamy

1
—1-—— 1+ M;
1+ 1+

gdyz v; (1%«) =uv;(x) —v;(1 4+ ) > 26; — 0 = 26;, oraz, poniewaz x & A;,

1
v; (1-1-55) =—v;j(l+x) = —v;(z) > 20;
wiee 47 € M;.

Majac wreszcie d; € (14 M;) N ﬂ#i M;, mozemy potozyé¢ x = a1dy +--- +
andy. Poniewaz v;(d; — 1),v;(d;) > 20; mamy

vix —a;) =vi(ardy + -+ ai(d; — 1) + - - - + apdy)

> min {v;(a;) +26;} > —0; +26; = 0; > . O
1<j<n

3 Kontrprzyktad dla lematu Hensela

W swojej najprostrzej postaci, lemat Hensela stwierdza co nastepuje:

Twierdzenie. Niech v: K — T'U{oo} bedzie waluacjg rangi 1 wzgledem ktorej
K jest domkniete. Jezeli f € O,[X] ma pierwiastek pojedynczy w ciele reszt K,

(tzn. f(@g) =0 i?l(cTO) #0), to f ma pierwiastek w K.

Naturalnym jest podejrzewaé, ze twierdzenie to zachodzi réwniez dla walu-
acji o wyzszych rangach. Jak sie okazuje, jest ono falszywe juz dla rangi 2:
rozwazmy waluacje Y-adyczna vy na ciele R(Y). Jej grupa wartosci jest Z,
ktoére traktujemy jako podgrupe {0} x Z grupy Z x Z uporzadkowanej leksyko-
graficznie. Poniewaz ({0} x Z) NZ(1,0) = {(0,0)}, ze wczesniej udowodnionych
faktéw vy mozemy przedtuzyé do waluacji w : R(X,Y) — Z x ZU{oc}. Cialem
reszt tej waluacji jest R.

Rozwazmy wielomian f(Z) = Z? — (1 4+ Y). Ma on oczywiscie pierwiastek
jednokrotny ag = 1 w ciele reszt. Pokazemy jednak, ze nie ma on pierwiastkéw w



uzupelnieniu K = R(X,Y"). Do tego wystarczy pokazaé, ze zaden ciag f(a,), a, €
K nie jest zbiezny do 0 (kazdy element uzupelnienia jest granica ciggu elemen-

téw z K), a do wykazania tego wystarczy, jesli pokazemy, ze w(f(a)) < (1,0)

dlaa € K.

Aby pokazaé te nieréwnosé, zauwazmy, ze w jest zlozeniem waluacji X-
adycznej vx na ciele K = k(X), gdzie k = R(Y) jest cialem reszt, z waluacja vy
na k. Waluacje vx mozemy traktowaé jako mape K — (Z x Z)/({0} x Z),a —
vx(a) = w(a) + ({0} x Z). Wystarczy wykazaé, ze vx(a? — (1 +Y)) < 0 dla
wszystkich a, gdyz stad wynika w(a) < (1,0) bo (1,0) > (0,n) dla n € Z.

Poniewaz vx(1+Y) = 0, z vx(a) < 0 wynika vx(a? — (1 +Y)) < 0. Jezeli
natomiast vy (a) > 0, mozemy a? — (1 +Y) zredukowaé do ciata reszt R(Y).
Poniewaz 1 4 Y nie jest w tym ciele kwadratem, a? — (1 +Y) jest niezerowym
elementem, zatem a? — (1 +Y) musi mieé¢ zerowa waluacje, jak chcieli$my.

4 Ciaglosé pierwiastkow

Dla wielomianéw o wspélczynnikach zespolonych pierwiastki sg ciaglymi funke-
jami wspolczynnikéw wielomianu: jezeli wielomiany f; € C dla zmiennego ¢
majg stopien n i wspélczynniki sa cigglymi funkcjami ¢, to pierwiastki tych
wielomianéw mozemy ponumerowac z¢ 1, . - ., 2t,n, %€ 24 jest funkcjg ciagla zmi-
ennej t. Podobny fakt zachodzi dla cial z waluacja - pierwiastki wielomianéw
zaleza od wspotezynnikéw w sposob ciagly. Formutujemy to nastepujaco:

Twierdzenie. Niech (K,v) bedzie cialem z waluacjg, a

fX)=ao+a1 X+ - +a, 1 X" '+ X" € K[X]
wielomianem o réznych pierwiastkach x1,...,x, w K. Dla kazdego a € v(K)
istnieje v € v(K) takie, ze gdy dla y1,...,yn € K oraz

n

g(X) =J[(X =) =bo + b1X + -+ by X" 4 X"
i=1

zachodzi v(a; — b;) > v dla i = 0,...,n — 1, to dla dowolnego x; istnieje y;
takie, ze v(x; —y;) > «. Ponadto, gdy o > mjxv(xi — x;), to takie y; jest
i#]

jednoznacznie wyznaczone.

Proof. Jedyno$é¢ y; przy dodatkowym zalozeniu wynika szybko z nieréwnosci z
definicji waluacji, wiec wykazemy tylko istnienie.
Mozemy bez straty ogdlnosci zatozyé, ze nieréwnos$é a > mﬁxv(xi — xj)
i#j
zachodzi (jesli znajdziemy odpowiednie v, bedzie ono tez dziata¢ dla wszystkich
mniejszych «). Oznaczmy § = min{v(z;)}. Mamy wtedy

a > v(z; — xj) > min{v;), ;) > B.



Wybierzmy dowolne v > max{na, n(a—03)}. Jezeli v(y—z;) < a dla wszystkich
J, to

n

v(f(y) = Zv(y —zj) < na.

Jj=1

Jedli réwnoczesnie g(y) = 0 oraz v(y) > 0, to

v(f(y) = o(f(y) —9(y)) =v (i(ak - bk)@/'“)

k=0
> min{v(ay — bx) + kv(y)} > 7,

co jest sprzeczne z v > na. Jezeli natomiast g(y) = 0 i v(y) < 0, to patrzymy
na

fWy™ =ay™" 4+ +anay+1,

gy " =boy "+ -+ by +1,
ktore sg wielomianami w ! i y jest pierwiastkiem drugiego z nich. Podobnie jak

wezesniej dostajemy v(f(y)y™") > . Z drugiej strony v(f(y)y~") = v(f(y)) —
nu(y) < na —no(y). Zatem

n(a—p) <y <o(f(y)y™") <na—nu(y),
wiec v(y) < f = min{v(z;)}. Z tego wynika, ze v(y — z;) = v(y), wiec

n

v(f() =D vy — ;) = no(y).

j=1

Mamy jednak

n(a—pB) <y <v(f(y)y™") =v(f(y) —nv(y) =0,

co jednak przeczy nieréwnosci a > 3 wykazanej wczesniej.
Wobec tych sprzecznodci, jesli g(y) = 0, to v(y —x;) > o dla pewnego j. U



