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Zestaw 2 !
Zadanie 1. Niech d bedzie liczba catkowita wolng od kwadratu i niech p bedzie liczba
pierwszg. Dowiesé, ze ideal gtowny (p_):pZ[\/E] jest ideatem pierwszym piericienia Z[v/d],
wtedy i tylko wtedy, gdy klasa reszt d modulo p nie jest kwadratem w grupie F .

Zadanie 2. Niech R = Z[v/—3] i niech [ = (2,1++/-3).
(a) Pokaza¢, ze I # (2) oraz, ze I* = 2I. Czy pierscieii R ma wtasnos¢ JRP ?

(b) Dowiesé, ze I jest jedynym ideatem pierwszym z R, ktory zawiera ideat glowny (2).
Czy ideal (2) ma rozklad na iloczyn poteg ideatéw pierwszych z R ?

(c) Czy polaczenie odpowiedzi na pytania (a) i (b) stanowi zaprzeczenie twierdzenia
Dedekinda z poprzedniego wyktadu 7

Zadanie 3. Niech R bedzie dziedzing catkowitosci, ktora jest pierscieniem Noether. Niech
K oznacza ciato utamkoéw pierscienia R. Dowiesé, ze R—podmodut I C K jest skonczenie
generowany, wtedy i tylko wtedy, gdy w R istnieje niezerowy element a taki, ze al C R.

Zadanie 4. (“Pic(R) w inny sposb”) Niech R bedzie pierscieniem Dedekinda. Niech G(R)
oznacza zbior klas abstrakcji [I]. nastepujacej relacji: dwa niezerowe ideaty I'i J C R sa
w relacji ~ jezeli istniejg rézne od zera elementy a, b € R takie, ze al = bJ. Sprawdzié, ze
~ jest relacja rownowaznosci.

(a) Dowiesé, ze jesli I ~ Joraz I' ~ J', to I1' ~ JJ'. Wywnioskowaé z tego, ze mnozenie
idealéw wprowadza strukture grupy abelowej na zbiorze klas G(R).

(b) Dowies¢, ze G(R) ~ Pic(R).

Zadanie 5. Dowies¢, ze jezeli w pierécieniu Dedekinda R istnieje tylko skonczenie wie-
le idealéw pierwszych, to R jest dziedzing idealow gléwnych. (Wsk. Niech Spec R =

{91,902, ., 9n}. Za pomoca twierdzenia chinskiego o resztach dowies¢, ze w R istnieja
1€P1, A€o, ..., a,Ep, takie, ze dla kazdego 1<i<n mamy aigépf oraz o;&pj, gdy
i#7.)

Zadanie 6. (Idealy w pierscieniach Dedekinda sa dwugenerowane.) Niech I bedzie ideatem
w pierscieniu Dedekinda R. Dowiesé, ze istnieja elementy «, 5 € I takie, ze I = (a, 3).
(Wsk. - jedli "za trudne”. Niech a € I bedzie dowolnym elementem takim, ze o # 0.
Rozpiszmy I = [] ¢} Dowiesé, ze (o) = [[ oV [1¢;¥ dla pewnych ideatéw pierwszych g;,
q; oraz liczb catkowitych b; > a;, ¢; > 1. Korzystajac z twierdzenia chifiskiego o resztach
dowies¢, ze istnieje 3 € R takie, ze dla kazdego ¢ mamy (3 € p%, B & p*+! oraz 3 ¢ ¢; dla
j#i)
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