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Zestaw 3 !

Zadanie 1.

Niech F'i K bedg ciatami kwadratowymi. Dowies¢, ze F'i K sg izomorficzne wtedy i tylko
wtedy, gdy Ap=Agk.

Zadanie 2. W pierécieniu R = Z[v/2] roztozy¢ ideaty gléwne (2), (3), (7) i (29) na iloczyny
idealow pierwszych. Obliczy¢ grupe klas ideatéw pierécienia R.

Zadanie 3.

(a) Niech K = Q(a), gdzie « jest pierwiastkiem wielomianu z3 — 2z — 2. Dowies¢, ze
(K : Q] = 3 oraz, ze Ok = Z[a]. Wykazal, ze hx = 1.

(b) Wyznaczy¢ grupy klas ideatéw pierscieni Z[v/—14] oraz Z[/—21] wzorujac swdj ra-
chunek na przyktadach z wyktadu.

Wskazéwka. W zadaniach tego zestawu mozna skorzystaé¢ z twierdzenia Minkowskiego,
ktore zostanie dowiedzione na wyktadzie: Niech K bedzie cialem liczbowym stopnia n. W
kazdej klasie ideatow z Cl(QOf) istnieje ideat niezerowy, ktérego norma jest nie wigksza od

My = @(%)TQMAKL gdzie ry oznacza polowe liczby zanurzen urojonych ciata K. Przy

nmn

tym stopien ciata [K : Q] = r1+2rq, gdzie 1 oznacza liczbe zanurzen rzeczywistych.

Zadanie 4. Niech K bedzie ciatem liczbowym i A=Ay q(a1, o, ..., o), gdzie 0;€Ok-.
(a) Dowiesé, ze A =0, 1 mod 4. W szczegdlnosci, wyréznik ciata Axg = 0,1 mod 4.
(b) Dowiesé, ze sgn(Ag)=(—1)".

Wskazéwka do (a). Wyznacznik macierzy [o;(a;)] jest suma n! sktadnikéw, po jednym
sktadniku dla kazdej permutacji z S,,. Niech P (odpowiednio, N) oznacza sume tych sktad-
nikéw, ktére odpowiadaja permutacjom parzystym (odp., nieparzystym). Przy tych ozna-
czeniach d=(P—N)?. Dowie$¢ na poczatek, ze P+N, PN € Z.

Zadanie 5. (wyznaczanie bazy calkowitej)

Niech K bedzie cialem liczbowym stopnia n, niech aq, as, ..., a, € Ok beda liniowo
niezalezne nad Q i niech A := Ag/q(oq, g, ..., ). Dla kazdego 1 < i < n wybieramy
najmniejszg liczbe naturalng d;; taka, ze dla pewnych d;; € Z liczba w; := i 22:1 d;ja;
nalezy do Ok. Wykazaé, ze ukltad (wy, ws, ..., w,) stanowi baze catkowita pierscienia Ok

Zadanie 6. (wyznaczanie bazy catkowitej)

Wykazac, ze jesli K jest ciatem liczbowym stopnia n i aq, as, ..., a, € Ok sa liniowo
niezalezne nad Q, to istnieje baza catkowita (wy, ws, ..., w,) pierScienia Ok taka, ze a; =
bj1wy + bjswy + ... + bjjw;, dla pewnych b;; € Z oraz 1 < j < n.

'Rozwiazujac zadania nalezy korzystaé z notatek z wyktadu i éwiczen. Wspélpraca jest dopuszczalna,
a nawet zalecana, jednakze rozwiazania powinny by¢ opisane samodzielnie i wlasnymi stowami.



