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Zadanie 1.

Niech K=Q(&,) oraz niech ®,,(z) € Z[z] bedzie wielomianem minimalnym dla &, nad Q.

(a)

(b)

(d)

Rozwazmy rozktad z"—1 = ®,(z)q(x) na iloczyn wielomianéw unormowanych, gdzie
q(z) € Z. Dowies¢, ze q(x) jest iloczynem wielomiandéw unormowanych nad Z, ktére
dziely 2¢—1 w Z[z] dla pewnych dzielnikéw wlasciwych d|n.

Korzystajac z (a) dowiesé, ze w kazdym ciele k takim, ze char(k) nie dzieli n (czyli
™ — 1 jest wielomianem rozdzielczym nad k) pierwiastkami @, (z) w k sa doktadnie
te pierwiastki pierwotne z jedynki stopnia n, ktére naleza do ciata k.

Niech p bedzie liczba pierwsza, ktéra nie dzieli n (w szczegblnosci p nie dzieli wyrdzni-
ka Ag) i dlatego pZ[&,] = p1p2 . . . py dla réznych ideatéw pierwszych ;. Korzystajac
z (b) dla cial skoniczonych dowiesé, ze kazde z cial reszt Z[E,]/p; jest izomorficzne
z F s, gdzie f jest rzedem p modulo n (tzn. n|(p/ — 1) z minimalnym dodatnim f).
Wywnioskowaé z tego, ze g = ¢(n)/f oraz skojarzy¢ idealy g; z czynnikami nieroz-
ktadalnymi wielomianu @,,(z) modulo p.

Wyznaczy¢ rozktad prymarny ideatu pZ[£5] dla p =5, 7, 11, 13.

Zadanie 2. (rzad wzrostu grupy klas ciala kwadratowego)

(a)

Niech p bedzie liczba pierwsza, ktéra przystaje do 5 modulo 12. Wykaza¢, ze je-
§li p > 3", to grupa klas ciala K=Q(\/—p) zawiera element rzedu wigkszego od n.
W szczegblnosei, wynika z tego (i z twierdzenia Dirichleta o liczbach pierwszych w
ciagach arytmetycznych), ze liczba klas ciata kwadratowego urojonego moze by¢ do-
wolnie duza. Wskazéwka. Wystarczy rozwazy¢ rozktad prymarny ideatu (3) w Ok.

Niech d € Z-( bedzie wolna od kwadratu, parzysta i niech d=a™—1 dla pewnych liczb
calkowitych a, n > 2. Wykazaé, ze wtedy w pierécieniu Z[v/—d] zachodzi réwnosé
(14++/—d)=I" dla pewnego ideatu I. Dowies¢, ze klasa ideatu I ma rzad réwny n w
grupie klas ciata Q(v/—d).

Zadanie 3. (Euler)
Niech p=4n—1 > 11 bedzie liczba pierwsza

(1)

Dowiesé, ze liczba klas ciata Q(y/—p) jest réwna jeden, wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego catkowitego 0 < a < n—2 liczba a®+a+n jest liczby pierwszg.

'Rozwiazujac zadania nalezy korzystaé z notatek z wyktadu i éwiczen. Wspélpraca jest dopuszczalna,
a nawet zalecana, jednakze rozwiazania powinny by¢ opisane wlasnymi slowami.



(2) Znalezé¢ wielomian f(t)€Z[t] taki, ze f(a) jest liczba pierwsza dla kolejnych czter-
dziestu wartosci catkowitych a.

Zadanie 4. (zadanie dla pana Bazylego Klockiewicza)

(a) Niech beda dane macierze kwadratowe A=[a;;|€ My, m(K) 1 B=[b;;|€ M, ,,(K) 0 wspol-
czynnikach w dowolnym ciele K. Definiujemy iloczyn tensorowy A & B€ M, mn(K)
macierzy A i B jako macierz blokowa

Abn Ab12 c. Abln
Ab21 Abgg . Abln
Abyy Abpe ... Aby,

Sprawdzi¢, ze jezeli Ce€M,, ,,(K) oraz DeM, ,(K), to (A® B)(C ® D) = (AC) ®
(BD). Wyprowadzi¢ wzor det(A ® B) = (det A)"(det B)™.

(b) Niech K i L beda ciatami liczbowymi stopni m i n, odpowiednio i takimi, ze (Ag, Ar)= 1.
Dowies¢, ze wtedy Ak = AR AT, Niech

_ log |A |
(M : Q]
Wykazaé, ze dla cial z tego zadania §( K'L) = §(K) + 6(L).

(M)

(¢)* Niech K=Q(&,,) bedzie m—tym ciatem cyklotomicznym. Korzystajac z (a) i z (b)
oraz z twierdzen z wyktadu wyprowadzi¢ wzor na wyroznik ciata K
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Zadanie 5. Niech p bedzie liczba pierwsza.

(a) Niech u€Z bedzie liczbg wzglednie pierwsza z p i niech A C Z? bedzie krata w R? zto-
zong z wszystkich par (a, b)€Z? takich, ze b = au mod p. Wykazaé, ze vol(R?/A) = p.

(b) Zatézmy, ze u*+v? = —1 mod piniech A C Z* bedzie krata w R* zlozong z wszystkich
czworek (a, b, c,d) € Z* takich, ze ¢ = ua+vb mod p oraz d = ub—va mod p. Wykazac,
ze wtedy vol(RY/A) = p?.

Zadania dodatkowe
Zadanie 6.
Dla liczby catkowitej m > 2 symbolem Q(&,,)" oznaczymy podciato w Q(&,,), ktére odpo-
wiada podgrupie {1, —1} grupy Galois G(Q(&,)/Q) = (Z/m)*. Pokazaé, ze Q(&,)T =
Q(&n+ELY) oraz, ze kazde zanurzenie ciata Q(&,,)™ w C ma obraz zawarty w R. Cialo
Q(&,,) " nazywamy maksymalnym podcialem rzeczywistym w Q(&,,). Dowiesé, ze pierscie-
niem liczb catkowitych ciata Q(&,,)T jest Z[&n+E.



Zadanie 7.

Niech bedzie dana macierz kwadratowa A€ M,, ,(R). Rozwazmy n form liniowych L;(x) =
29:1 a;jx; dla z = (21,29,...,2,) € R" oraz 1 < ¢ < n. Niech beda dane dodatnie liczby
rzeczywiste A\, Ag, ..., A, takie, ze AjAo... A, > |det A| > 0. Wykazaé, ze istnieja liczby
catkowite y1, ¥o, ..., y, nie wszytkie réwne zero i takie, ze |L;(y1,%2,...,yn)| < A; dla
kazdego 1 <17 < n.

Zadanie 8*

Niech {F,}, bedzie ciagiem Fibonacciego, tzn. Fp = 0, Fy} = 1, F,, = F, 1 + F, 5, dla
n > 1. Niech p bedzie liczbg pierwsza. Méwimy, ze d € Z~ jest okresem ciagu Fibonacciego
modulo p, jesli dla wszystkich m,n > 0, takich, ze n = m mod d jest F},, = F},, mod p.

(1) Dowiesé, ze taki okres istnieje. Dowiesé, ze kazdy okres modulo p jest wielokrotnoscia
okresu minimalnego.

(2) Obliczy¢ minimalne okresy ciagu Fibonacciego dla p = 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17.

(3) Niech K = Q(a), gdzie a jest pierwiastkiem wielomianu t?—t—1 € Z[t]. Dowies¢, ze
F, = Trr)q(32=), dla kazdego n > 0.

(4) Znalez¢ regularnos$é¢ w rozktadzie wielomianu t*—5€Z[t] modulo p dlap =2, 3, 5, 7,
11, 13, 17.

(5) Co mozna dowie$¢ o minimalnym okresie ciagu Fibonacciego modulo p 7

Zadanie 9*

Wyznaczy¢ pierécieni liczb calkowitych ciata dwukwadratowego K = Q(v/2,v/3). Wska-
zéwka. Zauwazy¢, ze v6 € Ok. Na poczatek pokazaé, ze a € K jest liczbg algebraiczna
catkowita, wtedy i tylko wtedy, gdy T q \@)(a) oraz Ni o \/5)(04) s liczbami algebraicz-
nymi catkowitymi. Nastepnie pokazaé, ze w ostatnim zdaniu mozna zastapi¢ v/2 liczba v/3
lub v/6 bez zmiany wartosci logicznej zdania. Za pomoca bardzo podobnej metody mozna
dowies¢:

Twiedzenie.

Niech d, e beda réznymi liczbami catkowitymi, ktore sg wolne od kwadratéw oraz niech f =
de/NWD(d,e)?. Niech K=Q(Vd, \/e) = Q(/d, /e, /f) bedzie ciatem dwukwadratowym
wyznaczonym przez d, e i f. Wtedy baza catkowitg pierécienia Ok jest:

(1) 1, Vd, e, ‘/E+\/?, jesli  d =3 (mod 4) oraz e, f =2 (mod 4)

2

(2) 1, 1+2*/3, Ve, \/E+T\/?, jesli  d =1 (mod 4) oraz e, f =2 lub 3 (mod 4)

(3) 1, Wd e (Vi) s g oo f =1 (mod 4).

* Przeprowadzi¢ dowod tego twierdzenia.
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