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Zestaw 5 1
Grupa jednosci i twierdzenie Dirichleta

Zadanie 1. Niech K bedzie cialem liczbowym.

(a) Niech a € K bedzie pierwiastkiem wielomianu unormowanego f(x) € Z[z] oraz niech
f(r) = £1 dla pewnego r € Z. Wykazaé, ze wtedy o« — r € Of.

(b) Niech m bedzie liczba calkowita wolna od szeScianu. Wyrdznik ciata K = Q(/m)
wynosi Ag = —27m? Wykorzysta¢ ten fakt i lemat z wykladu do wyznaczenia
jednoéci podstawowej ciata K = Q(+/7).

(¢) To samo zadanie co w (b) dla ciata K = Q(+v/3).
Zadanie 2.

(a) Wykazaé, ze liczba 1 — &, jest jednoscia ciata cyklotomicznego Q(§,,) wtedy i tylko
wtedy, gdy m nie jest potega liczby pierwszej.

(b) Niech K = Q(¢,), gdzie p jest liczba pierwszg nieparzysta. Wykazaé, ze Z[§p+§;1]
jest pierdcieniem liczb catkowitych ciata Q[€,+¢, 1.

(c) Wykazaé, ze grupa jednosci O jest suma prosta grupy cyklicznej generowanej przez
&p 1 grupy jednosci pierscienia Z[€,+¢, .
Zadanie 3. Wykazaé, ze jesli ranga grupy jednosci ciata liczbowego Ok jest réwna jeden,
to [K : Q] € {2,3,4}.
Zadanie 4. Niech K = Q(1/223).
(a) Obliczy¢ grupe jednosci O i grupe klas Cl(Ok).

(b) Ktére z réwnan diofantycznych: X2 — 223Y?% = +11, X? — 223Y? = +11?%
X? —223Y? = £11' ma rozwigzania calkowite ?

Zadanie 5. Wybierzmy baz¢ €1, . .., € 1r,—1 grupy O /Wk iniech M € M, 4ry—1.11+r (R)
bedzie macierza, ktorej j-ty wiersz rowny jest:

(10g |01(€j)’7 s ’log |UT1(€j>|7 21Og |7_1<€j)|7 SRR 210g |7—T2(€j)|)'

Niech M’ oznacza macierz, ktéra powstaje z M po usunieciu jednej kolumny. Wykazaé, ze
liczba | det(M')| nie zalezy od tego ktora kolumne usunieto z M i wiecej, Ze jest to rézna od
zera liczba rzeczywista zalezna tylko od ciala liczbowego K. Liczbe |det(M’)| nazywamy
regulatorem ciata K. Wskazowka: Wykorzystaj to, ze wspotrzedne kazdej kolumny sumuja
sie do zera.

'Rozwiazujac zadania nalezy korzystaé z notatek z wyktadu i éwiczen. Wspélpraca jest dopuszczalna,
a nawet zalecana, jednakze rozwiazania powinny by¢ opisane wlasnymi stowami.



Zadanie 6. Niech d bedzie wolng od kwadratu liczba naturalna.

(a) Wykazaé, ze jesli istnieja liczby calkowite x i y takie, ze 2% — dy* = —1, to kazdy nie-
parzysty dzielnik pierwszy liczby d przystaje do 1 modulo 4. Sprawdzi¢ na przyktadzie
dla d = 34, ze odwrotne twierdzenie jest fatszywe.

(b)* Niech p # 2 bedzie liczba pierwsza. Wykazaé, ze:

22 — py? = 2 ma rozwigzanie catkowite, wtedy i tylko wtedy, gdy p = 7 mod 8
2% — py? = —2 ma rozwigzanie catkowite, wtedy i tylko wtedy, gdy p = 3 mod 8.

ZADANIA DODATKOWE

Zadanie 7.
Wykazaé, ze grupy multyplikatywne Q(v/2)* i Q(v/2)* sa izomorficzne.

Zadanie 8.
Obliczy¢ grupy jednosci OF ciat liczbowych K = Q(v/19) i K = Q(+/229).

Zadanie 9*

(a) Znalezé rozktady liczb v/6 i v/23 na utamek tanicuchowy. Obliczyé¢ jednogci podsta-
wowe cial kwadratowych K = Q(v/6) oraz K = Q(v/23).

(b) Wykazaé, ze [d, 2d] stanowi rozktad liczby v/d2+1 na utamek tancuchowy, dla kazdego
deZ.

(c) Wykazac, ze jezeli d>+1 jest wolna od kwadratu oraz d = 2,3 mod 4, to jednoscia
podstawowa ciala Q(v/d?+1) jest d4++v/d*+1. Wyznaczy¢ jednosci podstawowe cial:

Q(v2), Q(V10) i Q(v26).
(d) Wykazaé, ze [d, d, 2d] stanowi rozktad liczby v/d?+2 na utamek tancuchowy.

(e) Wykazaé, ze jezeli d>+2 jest wolna od kwadratu, to jedno$cia podstawowsg ciata
Q(Vd?2+2) jest d>+1+d+/d?+2, dla kazdego d € Z. Wyznaczy¢ jednosci podstawowe
cial: Q(v3), Q(VIL), Q(v51) i Q(VE6).

Zadanie 10*
Niech Ry bedzie regulatorem ciata liczbowego K, ktory wprowadziliémy w Zadaniu 5.
Wykazaé, ze objetosé vol(H/L(Oy)) dla kraty L(Oj;) zawartej w przestrzeni

H={xeR""™ :x+xo+...+Tp 1r, = 0}

réwna sie \/r1+roRk.



