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Zestaw 6 !

Zadanie 1.
Niech A bedzie dziedzing catkowitosci, a S C A podzbiorem multyplikatywnym.

(a) Wykazaé, ze kazdy ideal w pierscieniu S~ A jest postaci ST dla pewnego ideatu T
z pierécienia A.

(b) Niech g : A — B bedzie homomorfizmem pierscieni z jedynka takim, ze g(s) €
B> dla kazdego s € S. Wykazaé, ze istnieje jednoznacznie okreslony homomorfizm
pierécieni z jedynka h : S™! — B taki, ze g = h f, gdzie f : A — S7'A oznacza
zanurzenie kanoniczne pierscienia w lokalizacje.

Zadanie 2. Niech R bedzie pierscieniem Dedekinda oraz niech S bedzie skoniczonym zbio-
rem idealéw pierwszych, niezerowych z R.

(a) Wykazac, ze R* =, R}
(b) Wykazaé¢ dokladnos$é nastepujacego naturalnego ciagu homomorfizméw grup:

1— R* — (R%)* — @ K*/R} — CI(R) — CI(R®) — 1

peS
oraz, ze K* /R = Z dla kazdego p € S.

(c¢) Niech R = Ok, gdzie K jest ciatem liczbowym. Wyprowadzi¢ (z (b) i z twierdzenia
Dirichleta o jednosciach) izomorfizm grup multyplikatywnych:

(RS)X ~ WK % Z|S|+r1+r271.

Zadanie 3. Niech Q oznacza ustalone domknigcie algebraiczne ciata liczb wymiernych.
Niech G bedzie podgrupa grupy multyplikatywnej Q*. Wykazaé, ze nastepujace warunki
sg réGwnowazne.

(a) G jest skoniczenie generowana.

(b) G C (0O3%)* dla pewnego ciala liczbowego K i pewnego skoficzonego zbioru S ideatéw
pierwszych, niezerowych pierscienia Op.

'Rozwiazujac zadania nalezy korzystaé z notatek z wyktadu i éwiczen. Wspélpraca jest dopuszczalna,
a nawet zalecana, jednakze rozwiazania powinny by¢ opisane wlasnymi slowami.



Zadanie 4. Niech (q(s) bedzie funkcjg dzeta Riemanna i niech (q;)(s) oznacza funkcje
dzeta Dedekinda ciata liczb wymiernych Gaussa.

(a) Wykazaé, ze
1
Caiy(s) = Y @10y

a,beZ,a>0,b>0

dlase CiR(s) > 1.
(b) Wykazaé, ze

Cqe(s) = (1 — g)fl 7H 1-=)" II a--)

dlase CiR(s) > 1.

(c) Niech x oznacza charakter (symbol Legendra), ktory na liczbie pierwszej p przyjmuje
wartosé: x(2) = 0, x(p) = 1 jesli p = 1 mod 4, oraz x(p) = —1 jesli p = 3 mod 4.
Wykazaé, ze:

Ca@(s) _ xS (n—1)/2,, s
(q(s) 1;[(1 p? ) n=1z,;)dd( b

dlase CiR(s) > 1.
(d) Korzystajac tylko z (c) sprawdzi¢ poprawno$¢ wzoru z twierdzenia 11.3 na residuum

funkeji (q;)(s) w punkcie s = 1.

Zadanie 5* Niech F, bedzie ciatem skoniczonym g-elementowym. Oznaczmy przez (g, ()
funkcje dzeta pierscienia F[t] :

1
Cra1(s) = 2~
7 N()
gdzie I przebiega wszystkie idealy niezerowe z F,[t], norma N(I) = [F,[t] : ]| oraz
R(s) > 1. Wykazac, ze (g, (s) = H%,s. Wyznaczy¢ funkcje dzeta pierscienia ilorazo-

wego F [z, y]/(2* + y* + 1). Wskazéwka. Wykaza¢ na poczatek, ze stozkowa x? + y* + 1
jest izomorficzna z prosta rzutowg nad ciatem F,,

Zadanie 6. (Dwa proste réwnania diofantyczne)

(1) Niech p bedzie liczba pierwsza. Wyznaczy¢ liczbe rozwiazan w liczbach naturalnych

réwnania;
1 1 1

r Yy p

(2) Rozwiazaé¢ réwnanie diofantyczne: x + y + z + zy + yz + xz + xyz = 2014, gdzie
1 <x <y < z sy liczbami catkowitymi.

(3) Rozwiazaé¢ podobne zadanie do (b) z 2009 zamiast 2014 po prawej stronie réwnania.



