O matematyce
profesora Zdzislawa Krygowskiego

Na dorobek naukowy profesora Zdzistawa Krygowskiego sktada sie dwa-
dziescia jeden opublikowanych prac matematycznych, trzy podreczniki
akademickie i dziewie¢ prac popularyzujacych matematyke. Wiekszosc
wynikow naukowych Krygowskiego dotyczy zagadnien szeroko poje-
tej teorii funkeji eliptycznych i (ogélniejszej) teorii funkcji abelowych i
funkcji theta. Od momentu powstania (w wyniku prac Nielsa Abela i
Carla Gustava Jacobiego) do czaséw nam wspélezesnych, teoria funkeji
abelowych i funkcji theta stanowi jeden z kluczowych dzialéw mate-
matyki, ktory dzisiaj lokuje si¢ na pograniczu analizy zespolonej, teorii
liczb i geometrii algebraicznej. Mozna wytyczy¢ ciagta linie w historii
rozwoju badan matematycznych poczynajac od prac Eulera i Gaussa
o catkach i funkcjach eliptycznych, a konczac na wynikach Andre We-
ila, Goro Shimury, Jean-Pierre Serre’a i Andrew Wilesa o krzywych
eliptycznych, rozmaitosciach abelowych i réwnaniach diofantycznych.
Problematyka i rezultaty pracy naukowej profesora Krygowskiego znaj-
duja sie w srodku tak wytyczonej linii rozwoju, w najblizszym sasiedzt-
wie najwazniejszych problemoéw tej dziedziny na przetomie wiekéw XIX
i XX. W okresie najaktywniejszej dziatalnosci naukowej Krygowskiego,
to jest w latach 1894-1909, wspomniane teorie znajdowalty sie¢ w cen-
trum zainteresowania najlepszych matematykéw tamtych czaséw: Kar-
la Weierstrassa, Felixa Kleina, Emila Picarda, Paula Appella i Henri
Poincare.

Jak zwyczaj kaze, przy opisywaniu dorobku uczonego bierzemy pod
uwage trzy niezbedne cechy dobrej roboty w nauce:

e wysoki poziom merytoryczny badan w zestawieniu z istniejacym
w danym czasie stanem wiedzy w uprawianej dziedzinie,

e zaangazowanie w proces ksztatenia mtodego pokolenia, a w szcze-
gblnosci w tworzenie nowego pokolenia badaczy,

e stuzbe i poswiecenie w pracy na rzecz lokalnego srodowiska akade-
mickiego i naukowego.



Naszym celem w tym opracowaniu jest opis wynikéw pracy nauko-
wej profesora Zdzistawa Krygowskiego, ktora niewatpliwie posiadata
pierwsza z wymienionych cech. Szczegdtowe omdwienie poza naukowych
aspektow dzialalnosci profesora pozostawimy do wykonania w innym
miejscu. Tutaj zwrocimy uwage czytelnika tylko na dwa wybrane fakty,
ktore dobrze ilustruja inne zastugi Krygowskiego. Po pierwsze, wsrod
wielu studentéw matematyki, ktorzy w okresie miedzywojennym byli
wychowankami profesora Krygowskiego znajdowala sie tréjka poznans-
kich kryptologéw. Rejewski, Rozycki i Zygalski na wyktadach profesora
Krygowskiego (z algebry, analizy i geometrii) zdobywali umiejetnosci
matematyczne, ktore okazaly sie kluczowe przy tamaniu systemu ko-
dowaniu Enigma. Z tytutu pracy magisterskiej Rejewskiego (Funkcje
podwdjnie peryodyczne stopnia drugiego i trzeciego z zastosowaniami),
mozna przypuszczaé, ze w jego przypadku waznym elementem edu-
kacji matematycznej byly seminaria Krygowskiego o funkcjach abelo-
wych. Po drugie, piszac o stuzbie dla srodowiska lokalnego nalezy pa-
mietac, ze Zdzistaw Krygowski byt pierwszym profesorem zwyczajnym
nauk matematycznych zatrudnionym na nowo utworzonym Uniwersy-
tecie Poznanskim w 1919 roku. Krygowski wprowadzit nowoczesne ba-
dania matematyczne do kanonu dziatan podjetych w tamtym czasie na
uniwersytecie w Poznaniu, organizujac pierwsza katedre przedmiotu i
aktywnie uczestniczac w pracach administracji mtodej uczelni (na roz-
nych jej szczeblach - w tym na stanowisku prorektora) przez caly okres
miedzywojenny, az do przejscia w stan spoczynku w 1937 roku.

Pierwsza cze$¢ naszego opracowania zawiera krotki wstep do proble-
matyki badawczej, ktora zajmowat sie Krygowski, napisany z mysla o
czytelniku wspotczesnym. Wprowadzamy podstawowe pojecia i fakty z
teorii funkcji abelowych i funkcji theta, ktére sg niezbedne dla zrozu-
mienia omawianych wynikéw naukowych. Dla uproszczenia przyjelismy
przy tym forme opisu wolnego od precyzyjnych odwotan do literatu-
ry przedmiotu. Czytelnikowi glebiej zainteresowanemu omawiang tuta
teorig, polecamy dotaczony spis bibliografii, ktéry zostal uporzadko-
wany wedtlug daty opublikowania (pierwszego wydania, w przypadku
ksiazki). W drugiej czesci opracowania zamiesciliémy szczegdtowy opis
wynikow uzyskanych w pracach profesora Zdzistawa Krygowskiego.

Serdecznie dzigkuje profesor Magdalenie Jaroszewskiej, bez ktorej
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entuzjazmu i zaangazowania w prace edytorska i przy zbieraniu mate-
rialéw archiwalnych, tom prac profesora Zdzistawa Krygowskiego nie
mogtby powstac¢. Profesorom Jerzemu Kaczorowskiemu i Julianowi Mu-
sielakowi dziekuje za cenne uwagi dotyczace tego opracowania. Profe-
sjonalny sktad tekstu artykutu zawdzieczam panu Pawtowi Mleczce.

Bonn, we wrzesniu 2010 Wojciech Gajda

1.1 Wprowadzenie do teorii funkcji abelowych

Teoria funkcji abelowych powstata na poczatku XIX wieku w wyniku
badania catek postaci

/W JR(z))dz,

gdzie W (x) jest funkcja wymierna, a R(x) wielomianem o wspotczy-
nnikach rzeczywistych. Badano wtedy takze ogolniejsze catki

| W (z,y)da,

gdzie x i y spelniaja réwnanie algebraiczne typu F(z,y) = 0. Jako
pierwszy przyktad rozwazmy znacznie wczesniej znang catke elementar-

ng
Y /m dt
0 /1 —¢2
Funkcja odwrotna x = f(u) do tej calki jest funkcja sinus, ktéra ma

okres 2. Funkcja f spetia réwnanie rézniczkowe f(u)? + [f'(u)]? = 1.
Ponadto, przeksztatcenie

o — (f(w), f(u)

definiuje parametryzacje okregu jednostkowego z? + y> = 1. Dobrze
znany wzOr na sinus sumy kadtéw zapisujemy w tej notacji jako rownosé

®(z1,72) dt

woodt
gdzie ® (1, z2) = w1\/1 — 23 + 22\/1 — 3.



Niech teraz R(t) bedzie wielomianem stopnia 3 lub 4, ktéry ma pojedyn-
cze pierwiastki zespolone. Rozwazmy catke (nie elementarna)

e dt
[

Tak jak uprzednio definiujemy funkcje odwrotng x = f(u). Funkcja
f ma dwa okresy, ktore sa liczbami zespolonymi, liniowo niezaleznymi

nad ciatem liczb rzeczywistych. Spetnione jest réwnanie rézniczkowe
[f'(u)]? = R(f(u)). Ponadto, przeksztalcenie

o — (f(w), f(u)

definiuje parametryzacje krzywej y?> = R(z), ktéra nazywamy krzywa
eliptycznag Calki ostatniego typu pojawiaja sie, gdy obliczamy dtugos¢
tuku elipsy. Funkcje odwrotne z = f(u), gdy deg(R(x)) = 3,4 nosza
nazwe funkcji eliptycznych i stanowig naturalne odpowiedniki funkcji
sinus. Calki przy pomocy, ktérych definiujemy funkcje eliptyczne nosza
nazwe calek eliptycznych. W przypadku, gdy R jest wielomianem stop-
nia wickszego od czterech, réwnanie y?> = R(x) zadaje krzywa hiperelip-
tyczng.

Funkcje eliptyczne znajduja sie w centrum zainteresownia wielu
czotowych matematykéw od okoto trzystu lat. Tomy I-20 i I-21 dzieta
Opera omnia Leonarda Eulera prawie w catosci byty poswiecone bada-
niu catek eliptycznych. W szczegdlnosci, Euler (uogélniajac wezesniej-

sze wyniki Fagnano) dowiéd! wzor na dodawanie catek [ \/% (jest to
catka dtugosci tuku lemniskaty), ktory ma postacé:

(z1,72) dt

1
/ \/1—t4 / \/1—t4 / VIt
gdzie ®(x1,19) = —Y S Al Legendre Gauss, Eisenstein i Wei-

2,2
erstrass podjeli badam;z@aﬁek i funkcji eliptycznych rozpoczete przez
Eulera. Na przyktad, Legendre opublikowat monumentalne dzieto na
ten temat: Traité des functiones elliptiques et des integrales euleriennes.
Gauss dowiodt, ze funkcja odwrotna do catki dlugosci tuku lemniska-
ty jest dwuokresowa oraz rozwinal teorie sinusa i cosinusa lemniskaty.

Jacobi, Eisenstein, a nastepnie Weierstrass podali swoje wtasne wersje




teorii funkcji eliptycznych oraz badali zastosowania funkcji eliptycznych
do analizy i arytmetyki. W naszych czasach najbardziej znang funkcja
eliptyczng jest funkcja g, ktora wprowadzit Weierstarss podczas swoich
wyktadow w Berlinie w latach 60-stych XIX wieku:

o) = — > ! S

S (m,n)€Z?, (m,n)#(0,0) (z —mwi —nwy)?  (mwi + nws)?

gdzie wy, wy jest ustalong parg liczb zespolonych, takich ze wi/ws ¢ R.
Jest to dwuokresowa funkcja meromorficzna (ktérej okresami sa liczby
wy 1 ws) o biegunach rzedu dwa w punktach kraty A := Zw;+Zw- (krata
A nosi nazwe kraty okreséw funkcji ) i jest analityczna w pozostatych
z € C. Funkcja @-Weierstrassa spetnia rownanie rézniczkowe

[0/ (2)]" = 4lp(2)]° — g2(2) — g3,

gdzie
1 1
go ‘= 60 Z D gs ‘= 140 Z 5
wel, w0 W wel, w0 W

Funkcja p(z) jest funkcja odwrotna do calki eliptycznej z = [ ﬁ
V AT —g2l—gs

oraz spelnia wzor na dodawanie:

p(zl + 22) = —p(m) - @(22) + 1 [ZEZ; : S((Zzz))]

4

Ostatni wzér pozwala wprowadzi¢ strukture grupy abelowej na punk-
tach wymiernych krzywej eliptycznej y? = 42 — gox — g3. Kazda funkcja
eliptyczna, ktorej kratg okresow jest A wyraza sie jako pewna funkcja
wymierna dwoch zmiennych od g i jej pochodnej. Dowody wtasnosci
funkcji p-Weierstrassa mozna znalez¢ w ksigzce Whittakera i Watsona:
Kurs analizy wspoétczesnej 111 w ksigzce Langa: Elliptic functions. Teo-
rie funkcji i catek eliptyczych zilustrujemy dwoma przyktadami obli-
czenia okreséw, ktore pochodza ze wspomnianego dzieta Legendre’a.
Dla obliczenia okreséw krzywej y?> = 423 — 4z Legendre postuzyl sie
funkcjami Gaussa dhugosci tuku lemniskaty i pokazal, ze:

o dt 1 11 (1)
le/l ) (4)

=8y = e =i
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Poniewaz dla kraty Z[i] = Z+Zi zachodzi zwigzek go = 4w, otrzymuje-
my stad warto$é¢ szeregu

1 ;)"

(m,n)€Z?, (m,n)#(0,0) (m + ni)? 26 x 3 x5 x7?

Dla krzywej y? = 423 — 4 okresy wyliczone przez Legendre’a wynosza:

3
1T
6’2 24/377

LWl

o dt 111, I
w1:/1 t3—1:§B( wy = pwi,

gdzie p* + p+ 1 = 0. Dla kraty Z[p| = Z + Zp spelniony jest zwigzek
g3 = 4w}, co pozwala obliczy¢ warto$é szeregu

5 1 T(3)"

(mayezz. (0.0 (M A+ 12)8 28 x5 % 7 x 76’

Wystepujace w powyzszych wzorach funkcje beta i gamma zdefiniowat
Euler:

['(a)I'(b) L a1 b—1
B(a,b) ::F(cH—b):/O (1 —x) de
dt S

['(z2) := /OOO e_ttz? =e 71 ]:[1(1 + Z)_lefb,

gdzie

n

1
v:= lim (> — —logn)
k—oo =1 k
jest stata Fulera, rowng w przyblizeniu 0, 577215664.
Za pomocy iloczynu niekonczonego

olz):= [ (- E)ef+2f2,

weA, w#0 W

dla kraty A = Zw; + Zw, definiujemy funkcje o Weierstrassa, ktora
jest funkcja calkowitg i ma pojedyncze zera w kazdym punkcie kraty.
Funkcja o pelni dla kraty A podobng role jak funkcja

z [T(1— E)e% = T (—2)"!

n>1 n



dla zbioru liczb naturalnych N, oraz jak funkcja

sin(7z)

=2 I (-

z
n neZ, n#0 n
dla zbioru lizb catkowitych Z. Funkcje p i 0 Weierstrassa taczy zwiazek

0(2) = —sllog o (2)]

W latach 20- stych XIX wieku Abel podal nowg metode obliczania

calek | m
wprowadzenia g nowych zmiennych, gdz1e g oznacza rodza] krzywej
y> = R(2). Przy tym podejéciu do zagadnienia catkowania zamiast
badaé¢ jedna caltke analizuje sie jednoczesnie g catek. Gdy deg R(x) =
5,6 rodzaj krzywej y* = R(z) wynosi 2. Postugujac si¢ metods Abela

w tym przypadku, definiujemy dwie nowe zmienne za pomocg uktadu
rownan:
. /.’ﬂl /.’EQ

oraz funkcje fi i fo, ktére zadane sg rOwnaniami:

1+ x9 = f1(vy,v2)

2122 = fo(v1, v2).

Abel wykazal, ze tak zdefiniowane funkcje fi i fo majg cztery okresy w
C?, ktére jako wektory sg liniowo niezalezne nad cialem liczb rzeczywis-
tych. Funkcje Abela (od nazwiska autora nazywane funkcjami abelowy-
mi) spelniaja formuty dodawania dzieki, ktorym f;(vy +uy, vo+us), dla
t = 1,2 mozna otrzymac jako wyrazenie wymierne od wartosci fi, fo
i ich pierwszych pochodnych w punktach (vy,v9), (v1,us), (u1,v2) oraz
(ur, us).

Przypomnijmy, ze kazda gtadka krzywa algebraiczna C' zdefinio-
wana nad cialem C zadaje zwarta powierzchnie Riemanna X := C'(C)
(to znaczy jednowymiarowa, zwarta rozmaito$¢ analityczna). Mowimy,
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ze powierzchnia Riemanna X rodzaju g jest hipereliptyczna jesli spel-
niony jest jeden z nastepujacych rownowaznych warunkow:

e istnieje nakrycie rozgalezione F' : X — P stopnia dwa sfery
Riemanna P{ = C U {oo}

e istnieje inwolucja w : X — X, ktora ma 2g + 2 punktéw statych

e istnieje inwolucja w : X — X, taka, ze powierzchnia ilorazowa
X/w jest rodzaju zero (to znaczy, X/w jest biracjonalnie réwno-
wazna z Pg).

Oznaczmy przez ag, Ay, ..., Qag+1 € Pg obrazy punktéw rozgalezienia
nakrycia F. Powierzchmia X jest zadana réwnaniem

5 2g+1
y = 1I (v — a)
i=0
jesli o; #£ 00, dlai=0,1,...,29+1, i rbwnaniem
> 12
Yy = H(l‘ o Oéi)v
i=0

jesli apgq1 = 00. Zachodzi takze twierdzenie odwrotne: rownanie

n

y' = R(x) = Hl(l‘ — B,
gdzie B; # [B; dla i # j, zadaje krzywa hipereliptyczng rodzaju g =
["51]. Jesli C' jest krzywa hipereliptyczng rodzaju g > 1, to C posiada
2g+2 punktow Weierstrassa, ktére sa jednoczesnie punktami rozgate-
zienia nakrycia F'i punktami statymi inwolucji w.

Najwazniejsze prace w dorobku naukowym profesora Zdzistawa
Krygowskiego dotycza teorii funkcji abelowych dla krzywych hiperlip-
tycznych. Przed omoéwieniem wynikow poszezegdlnych prac zdefiniu-
jemy rozmaitos¢ Jacobiego krzywej hipereliptycznej, co pozwoli nam w
naturalny sposob wprowadzi¢ macierze okresow i funkcje theta, o kto-
rych pisal Krygowski. Niech C' bedzie krzywa algebraicza, gtadka, ktora
okresla nad C powierzchnie Riemanna rodzaju g > 1 (geometrycznie
rzecz ujmujac, nasza powierzchnia ma ¢ ”dziur”). Niech Q}(C) ozna-
cza przestrzen 1—form roézniczkowych, holomorficznych na C. Riemann
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dowiédt, ze wymiar tej przestrzeni nad C wynosi g. Ustalmy baze (w1,
w2, ..., wy) tej przestrzeni. Na przyktad, jesli C' zadana jest rownaniem
y? = R(z), gdzie R jest wielomianem stopnia 2g+1 o réznych pierwiast-
kach, to uktad form rézniczkowych (%‘“, %, o @) stanowi baze
w QY(C). Jak juz wspomnieliémy Abel zamiast obliczaé calke z jednej
formy w € QY(C) rozwazal jednoczeénie catki z g form. Ustalmy punkt

Py € QYC). Przyporzadkowanie punktowi P € C(C) uktadu calek z

form bazy:
P P P
P— (/Powl,/POwg,...,/Powg)

zalezy istotnie od wyboru drog catkowania, a takze od wyboru punktu
Fy. Aby uniezalezni¢ sie od tych wyborow, ustalimy zamkniete drogi
catkowania 71, 72, . . ., Y24, ktore zadajg baze pierwszej grupy homologii
H,(C(C),Z) = Z* powierzchni Riemanna C(C). Obliczamy wartogci
2g° catek Jypwji,dlal <i < 2g,1< 7 < g, ktére nazywamy catkami
kanonicznymi pierwszego rodzaju. Macierz utworzona z tych catek (2 :=
[f% wj} € M, 9,(C) nosi nazwe macierzy okreséw krzywej C. Macierz
okreséw zapisujemy w postaci 2 = [(1]€2] przy tym g X g—macierze
1 1 Q29 majg wspotczynniki w C. Z twierdzenia Riemanna wynika, ze
w przestrzeni Q1(C) i w grupie H,(C(C), Z) mozna wybraé¢ bazy w taki
sposéb, ze macierze €1 1 {2 spelniaja nastepujace warunki (tak zwane
relacje Riemanna):

® Ql tQQ = QQ tﬂl
e macierz  —i(2; 'Qy — Q2 /€2)) jest dodatnio okreélona.

Wynika z tego, ze macierz {2; jest odwracalna oraz, ze po zamianie baz
macierz (2 przyjmuje postac¢ 2 = [I,;|7]. Przy tym I, jest macierza jed-
nostkowa, natomiast 7 = Q7' i 7 jest macierza symetryczna, ktorej
cze$¢ urojona jest macierza dodatnio okreslong. Oznaczmy przez Ag
podrupe w grupie addytywnej CY generowang przez kolumny macierzy
okresow 2. Wtedy po normalizacji, opisanej powyzej otrzymujemy kra-
te Aqg = Z9 + 297, ktorg nazywamy krata okreséw krzywej C. Krata
okresow stanowi zbior wartosci uktadéw g—catek z form rézniczkowych
z QY(C) obliczanych po wszystkich drogach zamknietych na C. Dla
ustalonego Py € C(C) przyporzadkowanie

P P P
P—>(/Powl,/POw2,...,/Powg) modulo Ag
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definiuje funkcje ¢p, : C(C) — C9/Aq, ktéra nazywamy przeksztalce-
niem Abela-Jacobiego. Torus zespolony Jac(C) := CY/Aq nosi nazwe
rozmaitosci Jacobiego krzywej C'. Definicja rozmaitosci Jacobiego, ktora
nie zalezy od wyboréw baz ma postac

Jac(C) = [Q1(C)]/H:(C(C), Z),

gdzie przestrzen dualng Q(C)* = Hom(Q(C), C) utozsamiamy z CY,
natomiast Hy(C(C),Z) z Aq C CY za pomoca zanurzenia

yoo— (w—>/yw).

Niech Div(C) oznacza abelows grupe wolna generowana przez punk-
ty na krzywej C, a przez Div’(C) podgrupe dywizoréw stopnia zero,
ztozong z kombinacji liniowych > npP, gdzie np € Z, np = 0, dla pra-
wie wszystkich P, oraz > np = 0. Przeksztalcenie Abela-Jacobiego ¢p,
przedtuza sie do homomorfizmu grup

op, : Div"(C) — Jac(C),

ktory jest surjekcja, a jego jadro sktada si¢ z dywizoréw wszystkich
funkcji meromorficznych na C. Ten ostatni fakt zostal dowiedziony
niezaleznie przez Abela i przez Jacobiego (rzecz jasna w terminach catek
abelowych, a nie rozmaitosci Jac(C')). Terminologia, ktéra wykorzysta-
lismy przy zdefiniowaniu homomorfizmu Abela-Jacobiego zostata wpro-
wadzona w pierwszej potowie XX wieku, w pracach Lefschetza i Weila,
chociaz jej zrodetl nalezy szukaé¢ w pracach Riemanna, Pryma, Apella i
Poincare’ego o funkcjach abelowych, ktére studiowat Krygowski w kon-
cu XIX wieku. W przypadku krzywej eliptycznej (wtedy g = 1) funkcja
¢p, zadaje izomorfizm grupy punktéw wymiernych C'(C)U{oo} z grupa
Jac(C).

Z relacji Riemanna wynika, ze macierz okreséw () definiuje na
przestrzeni V = [Q1(C)]* forme hermitowska

H:VxV-—C
H(z,w) = 2'(37)w, ktora jest dualna do formy
QN C) x QY(C) — C
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zadanej przyporzadkowaniem (w,w’) — i [oc wA@'. Forma H przyjmuje
wartosci catkowite na wektorach z kraty Aq. Nazywamy jg forma Rie-
manna. Para (A, H) okresla na torusie zespolonym Jac(C) strukture
rozmaitosci algebraicznej rzutowej. Wynika to z twierdzenia dowiedzio-
nego przez Lefschetza, ktére mowi, ze istnieje zanurzenie torusa Jac(C')
na podzbiér domkniety w przestrzeni rzutowej PY okreslone przez funk-
cje theta stowarzyszone z forma hermitowska H. Wspotczesnie méwimy;,
ze torus Jac(C') jest spolaryzowang rozmaitoscia abelowa. Torelli do-
wiodl, z kazda krzywa rzutowa gtadka C' nad C jest wyznaczona jednoz-
nacznie (z doktadnoscig do izomorfizmu rozmaitosci zespolonych) przez
pare (Jac(C), H).

Riemann wprowadzit funkcje theta zdefiniowang za pomoca rozwi-
niecia w szereg Fouriera

@(Z,T) — Z eﬂi(mtrm)e%ri(mtz)’

meZ9

dla z € CY1i7 € M,;,(C), ktéra jest macierza symetryczng taka, ze

b

czes¢ urojona I 7 jest dodatnio okreslona. Dla kazdego wektora {

z przestrzeni RY x RY definiujemy funkcje theta z charakterystyka:
a
’ [ ;

Jezeli a,b € %Zg C RY, to wektor

(Z, 7_) — ewia%b—&—%iat(z—i—b)@(z +71a+0b, 7_).

Z nazywamy theta charaktery-
styka. Jezeli Q2 = [1|Qs] jest macierzg okresow krzywej C, to uktad 49
funkcji theta z charakterystykami, ze wspotrzednymi O lub %, okresla
zanurzenie holomorficzne na podzbiér domkniety w przestrzeni rzuto-
wej

¢ Jac(C) — PE 1
a

s 2= o

(07122, Qf1§22)] . Wspoélrzedne rzutowe indekso-

Z %Zg ze wspoOlrzednymi 0 lub %, po-

|2

b

00 ...0
00 ...0

wane sg tutaj 49 wektorami [ “

DO |
NI NI
DO DO | —

czawszy od wektora [ ] i skonczywszy na [
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twierdzenia Lefschetza wynika, ze funkcja ¢ ustala izomorfizm holomor-
ficzny torusa zespolonego Jac(C) z podrozmaitoscia algebraiczng w
P‘ég’l. Roéwnania algebraiczne, ktore okreslaja rozmaitos¢ algebraiczng
Jac(C') w przestrzeni rzutowej zadaja tozsamosci algebraiczne speknia-

ne przez przestepne funkcje 0 [ ]

W rzypadku gdy g = 1 mamy cztery funkcje theta z charakte-
1 1
8] { ],{?] [%] Sa to funkcje zmiennych z,7 € C,
2

gdzie 37 > 0, ktére (dla ustalonego 7) okreslaja zanurzenie krzywej
eliptycznej C/ (Z+Z7’) w przestrzeni rzutowej P2, (jako przekrdj dwoch
powierzchni stopnia dwa). Dla ustalonego 7 € C, takiego, ze 7 > 0
przyjmujemy oznaczenie g := ™. Wtedy za pomoca funkcji theta z
charakterystykami mozna wyrazi¢ klasyczne funkcje theta Jacobiego
zdefiniowane dla kraty Z + Z7 :

rystykami:

)2

] (z,7) = —i ¥ (~1)"q T emiemT):

meZ

91(2) = —if [

DO [ =D | =

s (2) = 9{

= O

] (277_) _ Z (_1)mq%€m’(2m+l)z

meZ

U3(z) =0 { 8 ] (z,7) = qm2€2m'mz

meZ

ne) =0 ¢ | (e = £ (e

mez

Krygowski w swoich pracach [5], [17] i [18] badal tozsamosci al-
gebraiczne dla funkcji theta krzywych hipereliptycznych rodzaju g > 3.
Roéwnania algebraiczne Jacobiandéw krzywych hipereliptycznych (i ogdl-
niej arytmetyka i geometria tych rozmaitosci abelowych) sa intesywnie
badane w naszych czasach poniewaz znajduja roéznorodne zastosowa-
nia w teorii liczb, analizie zespolonej i w fizyce. Ze wzgledu na duza
ztozonos¢ obliczeniowa operacji dodawania na rozmaitosciach abelo-
wych, réwnania Jacobianéw krzywych hipereliptycznych (szczegdlnie
krzywych rodzaju 2 i 3) znalazly zastosowanie w kryptografii, przy
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konstrukcji bezpiecznych systemoéw kodowania z kluczem publicznym.
Widaé¢ z tego wyraznie, ze problematyka, ktérg prawie sto lat temu
uprawial profesor Krygowski, nic nie stracita ze swojej atrakcyjnosci i
nadal stanowi obiekt badan wielu matematykow.
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1.2 Omoéwienie prac

Pierwsza prace Zdzistaw Krygowski opublikowal w czasopi$émie Pra-
ce Matematyczno-Fizyczne w 1894 roku w wieku 21 lat. Problematy-
ka, ktorej poswiecona zostala praca [1] wytyczylta gtéwny nurt badan
Krygowskiego w pierwszym okresie tworczosci naukowej, az do przed-
stawienia rozprawy habilitacyjnej w 1908 roku. Rozwijana przez caly
dziewietnasty wiek (poczynajac od wynikow Abela i Jacobiego, przez
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prace Riemanna i Pryma, po badania Weierstrassa i Poincare’ego) teo-
ria funkcji abelowych, a w szczegolnosci funkcji eliptycznych i hiperelip-
tycznych, stanowita na przetomie wiekow XIX i XX, jedng z najwazniej-
szych dziedzin matematyki. Badania naukowe Krygowskiego, ktorych
wyniki zawieraja prace [1] - [12] z listy publikacji, mieszcza sie w gtoéw-
nym nurcie tematycznym tej dziedziny.

W pracy [1] Krygowski podejmuje problem rozwijania funkcji
abelowych w szeregi trygonometryczne. Niech u(z) bedzie funkcja elip-
tyczna (zmiennej zespolonej z) zadang przez catke

/u dt _ .

0 \/(1 — 2)(1 — k?t?) ’
o okresach 4K i 2K'i. Wspolezynniki szeregu Fouriera funkeji u(z) maja
postaé¢ ogdlng

1 20+4K mmiz 1 zo+4K mmi (Y du
A, = — u(z)e 2k dz = — u(z)e ™ 0 Va-Da-r2d)
4K 20 4K 20

Riemann, a nastepnie Poincare i Appell zastosowali rozwiniecia klasycz-
nych funkcji theta do obliczania wspoétczynnikow A,, w rozwinieciach
trygonometrycznych pewnych funkcji przestepnych. W pracy [1] Kry-
gowski stosuje metode Appella-Poincare do badania szeregu Fouriera

funkcji
& 1
H(z) = >

n=—oc (¥ —ma)? + p|*

i funkcji ogodlniejszych

1
H(xl,xg,...,xk): Z ,
(mq,ma,...,my)EZF [F(mlv ma, ... 7mk)]z
gdzie F(x1,x9,...,xp) jest forma kwadratowa zmiennych zy, o, ...,

x) oraz |z| > % Krygowski wykorzystuje rozwiniecia funkcji I' i funkcji
Y3 Jacobiego przy wyprowadzeniu rozwiniecia

>0 2
H(x)=>_ A, cos me,

m=0 a

gdzie
20'

au(e?™—1)I'(z) /L

m2 7'(2

3
e P w2 du,

A, =
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oraz 0 = 0, gdy m = 0 oraz 0 = 1, gdy m # 0. Wystepujaca we wzorze
na A, calka krzywoliniowa wyraza sie w pewnych przypadkach, za
pomocy funkcji wyktadniczych, a w innych za pomoca funkcji specjalne;j
Bessela. Podobne rozwiniecia Krygowski wyprowadza takze dla funkcji
H(xy,29,...,2r). W nastepnej czesci pracy [1] Krygowski zastosowal
tak zwana tozsamo$¢ dwukwadratows Jacobiego taczaca wartosci spec-
jalne funkcji ¥4, ¥, J3 i ¥4 do wyprowadzenia (analogicznej w formie)
zaleznosci agebraicznej dwoch szeregow postaci

1
2 PP, P3Py)?
(my1,mg,m3z,my)€Z4 ( 14721473 4)
i dwoch szeregow postaci
1

(ml,mg,n%,m4)ez4 (Q1Q2Q3Q4)?

gdzie
P = a?m? + 2mjvjt
1, 1, .
Qj = aj(m; + 5)" + 2(my + 5)vji
dla j = 1,2,3,4 i ustalonych wektoréw (ai,as,as,ay), (vi,ve,vs,v4)

z C*. Podobne tozsamosci laczace wartoéci funkeji zwiazanych z fun-
kcjami theta byly dowodzone w p6zniejszych pracach Krygowskiego na
przyktad w [5], [10] i [12]. W pracy [1] autor dowodzi takze rozwinie-
cia funkcji H(x) za pomoca funkcji theta wprowadzonych przez Briota
i Bouqueta. W zakonczeniu pracy [1] Krygowski nakresla program dal-
szych badan funkcji specjalnych, ktory realizuje konsekwentnie w swo-
ich nastepnych pracach. Program ten sprowadza sie do nastepujacych
zagadnien badawczych:

e badania rozwiniecia funkeji specjalnych (np. funkcji hipereliptycz-
nych) w szeregi trygonometryczne metoda Apella-Poincare’ego

e znajdowanie zaleznos$ci algebraicznych pomiedzy szczegdlnymi war-
tosciami funkcji specjalnych, ktére wynikaja z klasycznych tozsa-
mosci spetnianych pzez funkcje theta Jacobiego, Riemanna, Pryma
i Kratzera
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e obliczanie wartosci catek hipereliptyczncyh za pomoca rozwinie¢
w szeregi trygonometryczne metoda Apella-Poincare’ego.

Prace [2], [3] i [4] z listy publikacji Krygowskiego poswiecone
zostaly pewnemu zagadnieniu z klasycznej analizy zespolonej. W tych
pracach Krygowski rozwija pochodzaca od Poincare’ego metode kon-
struowania funkcji zmiennej zespolonej, ktére maja z géry zadany zbioér
osobliwosci. Pierwsze przyktady takich funkcji poznajemy zazwyczaj
na wyktadach z analizy zespolonej, jak na przyktad f(z) = 2%, 2%
(ze zbiorem osobliwosci wypelniajacym okrag jednostkowy) lub funkcja
Tannery’ego

¥(2) ey S G
Z2)—m ——— —
1—2 n=1 1—22n

(zbiér osobliwosci ¥ jest okregiem jednostkowym, funkcja przyjmuje
wartos¢ —1 wewnatrz kota jednostkowego oraz wartos¢ 1 na zewnetrz
kota jednostkowego). Niech {A, },en bedzie zbiorem gestym w kole jed-
nostkowym zawartym w plaszczyznie zespolonej. W pracy [4] Krygow-
ski wykorzystuje funkcje Tannery’ego do konstrukeji funkcji postaci

= x d(r,0,A,)
¢( ) - 7; (Z—Ar)mT

(dla ustalonej liczby naturalnej p) o nastepujacych wlasnosciach:
(a) punkty osobliwe funkcji ¢(z) leza gesto w kole
K(0,p) :={z€C: [z] <p},
(b) na zewnatrz kota K (0, p) szereg okreslajacy funkcje ¢(z) jest zbiez-
ny bezwzglednie i jednostajnie,

(c) poza kotem K (0,p) funkcja ¢(z) jest jednokrotna funkcja anali-
tyczng.
Praca [4] zawiera konstrukcje funkeji ®(r, 0, A,), dowody wlasnosci (a),
(b) i (¢) oraz dyskusje mozliwych uogdlnien.

Prace [2] i [3] zawieraja konstrukcje i analize wtasnosci kolejnych
przyktadow funkcji zmiennej zespolonej o zadanym zbiorze osobliwosci.
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Niech ¢1, g2, q3, g4 beda liczbami zespolonymi o module mniejszym od
jeden. W pracy [3] Krygowski definiuje i bada funkcje

my M2 M3 14

6(2) = 3 q1 42 "q43 "qa
(m1,ma,mz,my) Z = m1+m [(ml_mQ) + 12 \/ 22—1—21]

gdzie sumowanie wziete jest po czwoérkach liczb calkowitych nieujem-

nych z wytaczeniem przypadkow: m; = mo = mg = my = 0 oraz
my = mo = 0, mg = my = 0. Funkcja ¢ jest jednowarto$ciowa funkcja
cigglta poza kotem jednostkowym, ktére stanowi jej obszar osobliwy.
Niech {a;}32;, {A;}32; beda ustalonymi zbiorami liczb zespolonych ta-
kich, ze szereg > A; jest zbiezny bezwzglednie. W dalszej czesci pracy
[3] i w pracy [2] Krygowski modyfikuje metode Poincare’ego konstruk—

cji funkcji z osobliwo$ciami w zbiorze {a]} © | zastepujac wyrazenia - a]
z metody Poincare’ego wyrazeniami postaci

(~1)me =

z—aj —ma’

gdzie a € C* jest ustalong liczba, a m przebiega liczby calkowite. Autor
wprowadza funkcje

ooy £ CDAe

T me=—oo Z— aj —Ma

i po przeksztatceniu

ooy = Ty CI A

a5 sin’(z — aj )

oraz dowodzi, ze ¢ jest funkcja jednokrotna, ciggly poza punktami
zbioru {a; + ma}3e, ,cz. Nastepnie Krygowski wykorzystuje funkcje
¢ do zdefiniowania pewnych funkcji dwuokresowych zmiennej zespolo-
nej. ktore maja osobliwos$ci w punktach zbiorow

{a; + mw+m'W': j €N, m,m' €Z}
{b; + mw+m' . jeN, mm' eZ}

gdzie w, ' jest ustalong para okreséw kraty w C, natomiast {a;}32; i
b; }°°, sa ustalonymi zbiorami liczb zespolonych.
JJ5=1 q Yy Yy
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Praca [2] opublikowana w prestizowym czasopismie Bulletin de
la Societe Math. France zawiera zwiezle omowienie modyfikacji metody
Poincare’ego i jej zastosowania do teorii funkcji eliptycznych i ogélniej-
szych funkcji dwuokresowych zmiennej zespolonej.

Przystapimy teraz do omoéwienia wynikéw Krygowskiego z prac
[5], [7], [10] i [12], ktore stanowia najwazniejsza czes¢ dorobku nauko-
wego tego autora. Rozwazmy krzywa hiperliptyczng rodzaju 2 zadana
rOwnaniem

y? = R(x) = 2° 4+ p] + por® 4 p3a® + pyx + ps,

w ktorym wielomian R(x) = [Tio(x — ;) ma pierwiastki rzeczywiste i
Qg > ap > ag > ag > ay. 4 taka krzywa w naturalny sposéb zwigzane
sg calki abelowe pierwszego rodzaju

aFLdax

VR(x)

i catki abelowe drugiego rodzaju
:Uk+1d:13

VE(@)’

dla £ = 0,1. Powierzchni¢ Riemanna krzywej rozcinamy wzdtuz petli
ai, as, by, be, ktore odpowiadaja wybranym generatorom pierwszej gru-
py homologii. Liczby zespolone uzyskane po wykonaniu catkowania po
drogach aq, as, b1, by dla calek pierwszego rodzaju oznaczymy przez

2w, 2wpa, 201, 2wa,
natomiast dla catek drugiego rodzaju przez
27]/€17 277]627 277];17 277]/@‘2

Niech
dx

I, = / aor + a1pT + CLQkIL'Q + agka:3
2\/R(x)

(gdzie k = 1,2) bedzie calky abelows ogolnej postaci dla krzywej 3° =
R(z). Jezeli wykonamy normalizacje calek I po drogach calkowania
ai, as, by, bo W ten sposob, ze dla k = 1 przyjma one wartosci:

0, 0, —2mi, O,
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natomiast dla £ = 2 przyjma wartosci:
0, 0, 0, —2mi,

wowcezas wspotezynniki a;; formy rézniczkowej z calki I, zostang wyra-
zone za pomoca nastepujacych formut (Krygowski przypisuje je Webe-
rowi):
aor = 312k + 2p111k + Pawak
A1k = Mk — P2Wik
Qgp = —Wak — 2P1W1k
asy = —3wik.

W pracy [10] Krygowski w elegancki sposob wyprowadza odpowiedniki
wzorow Webera na wspotczynniki a;; form rézniczkowych catek abelo-
wych I, dla krzywych hipereliptycznych y* = R(x) rodzaju g zadanych
wielomianami

29
R(z) =2 + p1a® + ...+ pag1 = [[ (2 — i),
i=0
ktorych pierwiastki sg liczbami rzeczywistymi ag > a1 > ... > ay.

Krygowski opisuje algorytm, ktéry pozwala efektywnie (po obliczeniu
pewnej liczby wyznacznikéw macierzy) wyrazi¢ catki abelowe hiperelip-
tyczne ogodlnej postaci za pomocg znormalizowanych catek abelowych
pierwszego i1 drugiego rodzaju. W przypadku, gdy g = 3,4, Krygowski
stosuje swoj algorytm do zupelnego wyznaczenia catek I, ktorych licz-
niki funkcji wymiernych zawieraja dowolne wielomiany stopni odpo-
wiednio 51 7.

Prace [5], [7], [10] i [12] (oraz ich oméwienia [6], [8] i [11])
sg poswiecone teorii funkcji theta, ktére okreslajg zanurzenia rozma-
itosci Jacobiego krzywych hipereliptycznych w przestrzeniach rzuto-
wych. Warto podkredli¢, ze badania Krygowskiego koncentrowaly sie
na zagadnieniach teorii funkcji theta, ktéore byty przedmiotem zain-
teresowania najlepszych matematykéw tamtych czaséw na przyktad:
Riemanna, Pryma, Webera, Frobeniusa, Poincare’ego i Appella. Bada-
no przede wszystkim analityczne wtasnosci funkceji theta. Wspotcezesnie
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te same funkcje, o ktorych sto lat temu pisat Krygowski, sg nadal ba-
dane za pomocg nowoczesnej analizy i1 algebry. Metody geometrii al-
gebraicznej XX wieku (rozwinietej przez Grothendieka, Serre’a i ich
wspotpracownikéw) pozwalaja uzyskiwaé czysto teorio liczbowe infor-
macje z wlasnosci takich funkcji, jak funkcje theta krzywych hiper-
eliptycznych, ze wspomne w tym miejscu teorie form automorficznych
(i program Langlandsa), ktora pozwala (w szczegdlnych przypadkach)
znajdowac rozwigzania rownan algebraicznych w liczbach catkowitych.

Wspomniany powyzej algorytm wyrazania catek abelowych za
pomocy calek kanonicznych zostat zastosowny przez Krygowskiego w
pracy [12] do uzyskania rozwinigcia w szereg Fouriera funkcji theta
stowarzyszonych z krzywymi hipereliptycznymi y* = R(z), gdzie R jest
wielomianem o wspoétczynnikach zespolonych. Dla krzywych drugiego
rodzaju Weierstrass (patrz Mathematische Werke 111, str. 289) wpro-
wadzil pigtnascie funkcji hiperliptycznych, w tym pie¢ funkcji pierwsze;
kategorii:

192 (Ulan) )
?9%(?}1,1)2) - Cﬂ(xl _&N)(‘r2 _&M); (:u: 071727374)7

oraz dziesie¢ funkcji drugiej kategorii:

193”('01, ’U2> .

; v=0,1,2,34, p<v
19%(,01’1}2) (M /’L )

gdzie R(z) = I1}_o(z — ;) oraz ¢, sa stalymi tatwymi do obliczenia za
pomocy ay,. W pracy, opublikowanej przez Appella w tomie XIII cza-
sopisma Acta Mathematica, podana zostala ogélna metoda rozwijania
funkcji hiperliptycznych pierwszej kategorii w szereg Furiera. Metody
Appella nie mozna zastosowaé¢ do rozwijania funkcji

ﬁiy(vl7 UQ)
V3 (v1, )

drugiej kategorii. W wyrazeniach definiujacych te funkcje w mianow-
niku wystepuje czynnik (z1 — x2)?, ktéry uniemozliwia zamiane calki
podwdjnej we wzorze na wspotczynnik Fouriera na iloczyn dwdéch catek
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pojedynczych, jak to ma miejsce w metodzie Appella zastosowanej do

funkcji
191% (Ul , ’UQ)

93 (v1, v2)
Rozwigzanie tej trudnosci stanowi gléwny wynik prac [10] i [12], ktore
ztozyty sie na rozprawe habilitacyjng Krygowskiego przedstawiong w
1908 roku. Z tego powodu temu zagadnieniu poswiecimy tutaj nieco
wiece] miejsca.

Rozwazmy uktad réwnan Abela-Jacobiego

/2101 A + AZQZU /LEQ A + AZQZUd —

dla i = 1,2, gdzie R( ) = T o(x — a;), natomiast pierwiastki spetniajg
warunki: ag > a1 > ay > ag > ay. Zaktadamy, ze calki pierwszego
rodzaju sg znormalizowane w ten sposob, ze macierz okres6w ma postac

1 O T11 721
01 T12 T29 )

Z uktadu rownan Abela-Jacobiego obliczamy warto$é¢ wyznacznika ma-
cierzy zamiany zmiennych:
8(1}1, U2) _
8(1‘1, .TQ)

1 — TI9
\/R 331 \/R :232

Przy takich oznaczeniach funkcje hipereliptyczne drugiej kategorii wpro-
wadzone przez Weierstrasa przyjmuja postac

- (A11A22 - A12A21

ﬁuu(vlv v2) - \/(xl - O‘u)(xl - O‘V)\/(372 - O‘u)($2 — )
—— = Cw P(x1,x9)
U5 (v1, v9) (21 — 29)
R(CCl) R(Ig)

gdzie P(xq1,29) = R e e T stale c,, wyrazaja
si¢ przez wartosci pochodnej wielomianu R w miejscach «a,. Rozwazmy
rozwiniecie Fouriera

2
ﬁyV(Uht@) . Z P 2mingv1+2Tingve
P, e)

5\U1, U2 (n1,n2)EZXZ
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2
., Szeregu Fouriera funkecji 1;‘2”<(U1 U2)) obliczamy

za pomocg catki podwdjnej

- Ul ) UQ —27TiN1v1 —2TiNg vy d
n1n2 19 V.
5 Ul) U2

gdzie wspotczynniki P,

Po wykonaniu podstawien otrzymujemy

Priny = —Coy (A1 Agp— A12 A1) X

/ / xl_amu xQ O‘mu)($1 Oénu)(xl O‘nu) PQ(LU SUQ)
Ly /Ly .CL’1—$2 \/R acl \/R 1'2

gdzie catkowanie odbywa si¢ po odpowiednio dobranych drogach L; i
Ly na powierzchni Riemanna oraz

e_Adxldajg,

A = 2ming [ dwy + dwl] + 2ming V dwy + dwg}

oy

W ostatnim wzorze w nawiasach kwadratowych wystepuja catki kano-
niczne rozwazanej krzywej. We wzorze na wspétczynnik P, ,,, wystepuje
catka podwojna z funkcji wymiernej z wyrazeniem liniowym (z7—x2)
w mianowniku. Pojawienie sie wlasnie tego wyrazenia uniemozliwia za-
stosowanie metody Appella do rozwijania funkcji drugiej kategorii w
szereg Fouriera przez wyrazenie P,
dynczych.

n, Za pomocy iloczynu catek poje-

W pracy [12] Krygowski podaje nowa metode rozwiniecia funkcji

theta takiego typu, jak 19"2”((7]1 U2)) Do uzyskania rozwiniecia w szereg Fo-

uriera funkcji hlperehptycznych drugiej kategorii Krygowski stosuje al-
gorytm z pracy [10] na wyrazania calek abelowych postaci I, za pomoca,
catek kanonicznych pierwszego i drugiego rodzaju. W metodzie opraco-
wanej przez Krygowskiego wykorzystuje sie klasyczne wyniki Konigs-
berga (opublikowane w tomie 65 Journal fiir die reine und angewandete
Mathematik) oraz wspomniane juz wzory na funkcje theta Weierstrassa
i Webera oraz funkcje theta w postaci Rosenchaina. W pracach [10] i
[12] Krygowski wielokrotnie ilustruje dziatanie swojej metody (rozwija-
nia funkcji hipereliptycznych w szereg Fouriera) przyktadami obliczen
dla krzywych rodzaju 2 i 3 (patrz na przyktad wzory (5.39) i (5.40) z
pracy [12], dla g = 2).
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W pracy [13] Krygowski podaje nowy dowdd rozwiniecia funkcji
eliptycznej sn(u) Jacobiego w szereg trygonometryczny

n

() 27 q
sniu) = —
Kn_ll—qn K

gdzie 4K jest okresem funkcji sn(u). Jacobi uzyskat to rozwiniecie za
pomoca funkcji theta. Dowdéd Krygowskiego z pracy [13] jest prost-
szy od dowodu Jacobiego, bo wykorzystuje ogélng metode rozwijania
funkcji meromorficznych w szeregi trygonometryczne pochodzaca od
Appela (Acta Mathematica, tom XIII) i nie uzywa skomplikowanych
technicznie wtasnosci funkcji theta.

Prace [14] i [15] z algebry liniowej zawieraja ciekawy wynik z
teorii wyznacznika macierzy kwadratowej o wpotczynnikach w ciele.
Autor podaje uogoélnienie wzoru Trudi-Gordana na obliczanie liczby
inwersji w rozktadzie dowolnej permutacji. Ten nowy wzor na liczbe
inwersji zostat nastepnie zastosowany przez Krygowskiego do rozktadu
wyznacznika na sume¢ produktéw trzech wyznacznikéw nizszych rzedow
metoda Laplace’a i Vandermonde’a. W tym rozktadzie atuor zastepuje
klasyczna regute znakéw Jacobiego lepszym sposobem obliczania zna-

kéw, ktory wyprowadza z uzyskanego przez siebie uogolnienia wzoru
Trudi-Gordana.

Prace [16] i [21] sa po$wigcone teorii rownan algebraicznych pia-
tego stopnia o wspoétczynnikach zespolonych. Z teorii Galois wiemy,
ze wielomiany jednej zmiennej o wspoétczynnikach zespolonych stop-
nia mniejszego od pigciu maja rozwigzalne grupy Galois, co w prakty-
ce oznacza, ze pierwiastki takich wielomianéw (to znaczy rozwiazania
odpowiednich réwnan algebraicznych) mozna wyrazié¢ przez wspolezyn-
niki poshugujac sie przy tym operacjami algebraicznymi: dodawaniem,
mnozeniem i obliczaniem pierwiastka z liczby. Szczegdlny przypadek
takiego wyrazenia pierwiastkow przez wspotczynniki za pomoca ope-
racji algebraicznych zachodzi dla wielomianu kwadratowego. Wtedy
postugujemy sie wzorami z pierwiastkiem kwadratowym z wyroznika
(dobrze znana ”delta” z lekcji matematyki ze szkoty éredniej). W przy-
padku wielomianéw pigtego i wyzszych stopni grupa Galois zazwyczaj
nie jest grupa rozwiazalng, co na podstawie tego samego twierdzenia
Galois oznacza, ze nie mozna wyrazi¢ pierwiastkéw przez wspotczynniki
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za pomoca, li tylko operacji algebraicznych. W tym przypadku niezbed-
ne okazuja sie funkcje nie algebraiczne, tak zwane funkcje przestepne,
a doktadniej funkcje eliptyczne, gdy stopien wynosi pie¢, oraz pewne
funkcje theta dla wielomianéw wyzszych stopni.

Intensywne poszukiwania skutecznego algorytmu na pierwiast-
ki wielomianéw wyzszych stopni (opartego na funkcjach przestepnych)
byty prowadzone od lat czterdziestych dziewietnastego stulecia, to jest
od momentu, gdy opublikowano (pierwotnie zagubione) prace Galo-
is. W czasie, gdy dziatal profesor Krygowski istniaty dwa podstawo-
we sposoby podejscia do tego problemu podane, odpowiednio, przez
Hermite’a i Kleina. W pracy [16] Krygowski i Seipelt uzywaja spo-
sobu Kleina opartego o tak zwane réwnanie dwudziestodcianu (patrz
F.Klein: Vorlesungen tiber Icosahedron, 1888), ktory pozwala wyrazi¢
pierwiastki wielomianu stopnia pigtego za pomocg wartosci pewnych
funkcji modularnych. Krygowski i Seipelt ulepszaja metode Kleina (za
pomoca wyboru innego niezmiennika geometrycznego) czyniac ja do-
godniejsza do zastosowan w konkretnych obliczeniach. W tym miejscu
zacytujemy omowienie pracy [16] z tomu III Sprawozdaii PTPN z 1933
roku, choc¢by ze wzgledu na elegancki styl i pickny jezyk tego tekstu.
Mozna przy-puszczac, ze autorem tego sprawozdania byt Zdzistaw Kry-
gowski.

Zdzistaw Krygowski i Lidja Seipeltowna: Przyczynek do teorii
rownan rozwiazujacych rownania dwudziestoscianu.

W powyzszej pracy z jednej strony podany jest sposob badania
grupy obrotow dwudziestoscianu na podstawie odpowiedniego modelu,
z drugiej zas strony zostato wprowadzone nowe rownanie rozwiazujace
réwnania dwudziestoScianu na podstawie formy odpowiadajacej srod-
kom krawedzi osmioScianu, wpisanego w dwudziestoscian. Forma ta
rzedu dwunastego ma ksztatt:

K = 11(21% + 25°) — 84(21' 20 — 2123") — 66(21 25 + 2725")—

—220(2725 — 2729) 4+ 165(2025 + 2125) — 264(2] 25 — 2720) — 9242925,

i czyni zados¢ rownaniu:
K° +afK* 4+ BfPK3 + vfPK* + 6 f*K + €T* + kH? = 0,
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gdzie f, T, H sa znane formy niezmienne Kleina, zas «, 3, 7, 0, €, Kk
maja nastepujace wartosci liczbowe:

a =420

3 = 74190
~ = 6974900
§ = 349673625
¢ = 4286875
K = 4447926.

Dla 420
K:K_Ef:K_Mf

powyzsze rownanie przyjmuje prostszy ksztatt:
48K 4 15840 f2 K3 4 6388800 f3 K2 + 73790640 f* K +

+16105172 + 7891499 H3 = 0.

Miedzy funkcjami K, t, W, przyczem t oraz W sa funkcjami wprowa-
dzonemi przez Kleina, zachodzi zwiazek

K? + 135" + 256W° = 0
analogiczny do zwigzku Kleina

T? + H3 —1728° = 0.

Metoda Kleina rozwigzywania rownania algebraicznego stopnia
pigtego 1 zwigzane z nig badania przyczynity sie do powstania wielu
nam wspotczesnych wazkich teorii matematycznych, takich jak teoria
form i funkcji automorficznych, teoria grup arytmetycznych, czy teoria
rozmaitoéci Shimury. Praca [21] zawiera analize rozwigzania pewne;
klasy rownan pigtego stopnia, dla ktérej metoda Hermite'a prowadzi
do wyrazenia pierwiastkéw przez wartosci funkcji algebraicznych od
wspotczynnikow wielomianu. Na zakonczenie dodajmy, ze dopiero w
1986 roku McMullen podat dobry algorytm (z czasem wielomianowym)
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na obliczanie pierwiastkéw wielomianu stopnia pigtego, dalej modyfi-
kujac metode Felixa Kleina. Dla wielomianow stopni wyzszych od pie-
ciu wiadomo tylko, ze do wyrazenia pierwiastkow przez wspotczynniki
potrzebne sg pewne funkcje theta, ktére mozna zastapic¢ funkcjami mo-
dularnymi Siegela drugiego rodzaju. Dowi6dt tego Uemaru w 1983 ro-
ku. Skutecznego, wielomianowego algorytmu na pierwiastki dla stopni
wiekszych od pieciu, jak do tej pory nie poznaliSmy.

Prace [17], [18] i [19] zostaly opublikowane w bardzo dobrym cza-
sopismie matematycznym Bulletin des Sciences Mathematiques redago-
wanym w tamtych czasach przez E. Picarda, na krotko przed przejéciem
profesora Krygowskiego w stan spoczynku w 1937 roku. Wspomniane
prace dotycza wzoru na wyznacznik Kieperta z teorii funkcji eliptycz-
nych. W tej teorii funkcja o Weierstrassa pelni role uniweralnej funkcji
theta, przez ktora mozna wyrazic¢ funkcje eliptyczne. Najprostsza tego
typu tozsamos¢ spetnia funkcja @ Weierstrassa

o(u+v)o(u—v)
p(u) o p(’U) - O_(U)QO_(U)Q

Szczegolnie wazne sg tozsamosci taczace funkcje p i jej wyzsze pochodne
z funkcja sigma. Taka tozsamoscig jest wzor Kieperta

1 p(ug) ... @E”’li(uO)
1 p(ur) ... " Y(ug)
1 (n—1) R LG B | U(Zui)nj;«ékg(uj_uk)
det | @(yz) P :(ul) =(—1)" 2 1'2'3“"”’a<n+1>(u0)g(n+1>(u1)...a(n+1>(un)'
1 p(uy) ... p(”_l)(un)

Wzér Kieperta znajduje zastosowania w wielu miejscach teorii funkeji

eliptycznych, szczegdlnie w teorii mnozenia zespolonego oraz w me-
todzie Kieperta rozwigzywania rownan algebraicznych stopnia pigtego
za pomocy funkcji sigma. Wzor Kieperta wyprowadza sie zazwyczaj z
twierdzenia Abela-Liouville’a. W pracy [18] Krygowski dowodzi wzoru
Kieperta za pomoca bardziej elementarnej metody, opartej na zasto-
sowaniu twierdzenia Hermite’a o istnieniu zaleznosci liniowej pomiedzy
n—+1 funkcjami theta tej samej charakterystyki i tego samego rzedu n.
Szczegblnie ciekawa jest praca [17], w ktérej Krygowski uzyskuje do-
wody szeregu skomplikowanych tozsamosci stanowigcych uogolnienia
twierdzenia o dodawaniu funkcji sigma. Jedng z najprostszych wisnosci
jest znikanie nastepujacej sumy dwudziestu wyrazéw
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Z(_l)i1+i2+i3 U(ui1+ui2+ui3>a(uj1 +uj2+uj3) X

X U(uil _ui2)0(ui1 —Uig )U(ulé —Ugg )U(ujl _ujz)U(ujl _uj3)a(uj2 _uj3) X

xo® (uiy )03 (uiz)as (uig )03 (ujl )(73 (uj2)03(uj3) =0,

gdzie suma jest wzieta po wszystkich tréjkach wskaznikow i1 < 19 < i3
oraz j1 < jo < js, ktore przebiegaja zbior liczb {1,2,3,...,6}.
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