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Podczas seminarium SFARA w tym semestrze oméwimy podstawy teorii eliptycznych form mo-
dularnych. Formy modularne stanowia jedng z najwaniejszych klas funkcji w catej matematyce.
Pojawiaja sie w naturalny sposdb w analitycznej teorii liczb, w teorii réwnan diofantycznych,
geometrii algebraicznej, teorii reprezentacji grup Galois i w mniej oczekiwanych miejscach, jak
na przyklad kombinatoryka algebraiczna lub fizyka matematyczna. Bedziemy postugiwali sie
notatkami z wykladéw Ernesta Kaniego o formach modularnych oraz klasycznym podreczni-
kiem Diamonda-Shurmana. Wyktady seminarium powinny by¢ dostepne i dobrze zrozumiate dla
studentéw matematyki po trzech semestrach analizy (oczywiscie gléwnie tych ktorzy powaznie
interesuja sie teoria liczb, algebra lub analiza).

Wyktad 1. (Definicje i przyklady):

(na podstawie [K], rozdzialy 1.3.1-1.3.2), Def: staba modularnosé, waga, cusp form etc.

Przyktady z dowodami modularnosci oraz rozwinigciem Fourier’a: Ey, Eo, A,n,5,0, Py, 1,

generatory SLs(Z)

Definicje przestrzeni My, Ai, Sk

modularno$¢ funkeji f-réwnosé (1.28)

29 lutego, wyklada: Jedrzej Garnek

Wyktad 2. (Przestrzenie form modularnych):

e (na podstawie [K], rozdzialy 1.3.1-1.3.2)

e Obszar fundamentalny SLy(Z) (na podstawie [DS, Lemma 2.3.1] lub [Z, Proposition 1))

e formuta na liczbe zer formy modularnej wraz z krotnosciami ([K, Proposition 1.3] lub [Z,
Proposition 2])

e Twierdzenia o postaci My, oraz twierdzenia o dim SLy(Z) ([K, Proposition 1.5]),

e [K, Theorem 1.2] (Ag = C(j))

14.03, wyklada: Maria Nuc

'Druga opcja terminu SFARy w tym semestrze: czwartek, 10.00-11.30



Wyktad 3. (Zastosowania):

(na podstawie [K], rozdzialy 1.3.3-1.5.6)
E3? = Ex oraz tozsamosci na o
Proposition 1.13 oraz Corollary 1.14

twierdzenia o rzedzie wzrostu: [K] Tw.1.15 (Heckego), Corollary 1.16 oraz Tw.1.17 (Ra-
manujan’a)

Unimodular lattices, Tw. 1.18

21.03, wyklada: Mietek Krawiarz

Wyktlad 4. i 5. (Operatory Heckego):

4.04,

(na podstawie [K], rozdzialy 1.5.1, 1.5.2 oraz [DS], rozdzial 5.9)
motywacja: 7 Ramanujana i multyplikatywnosc wspélczynnikéw,
wzory [K] (1.63) oraz (1.64),

Prop. 1.25 [K] (dzialanie op. Heckego na wspélczynnikach Fouriera),
Wzor rekurencyjny ([K, Thm 1.26])

Definicje: Algebra Heckego, forma wtasna, charakter, Przyklady form wtasnych ([K, Exam-
ple 1.27])

Twierdzenie. 1.28 z [K]| wraz z wnioskiem (Multiplicity One Theorem)

L-funkcje [DS,5.9]: zbieznoéé dla R(z) > k oraz (dla cusp form) dla R(2) > £, iloczyn
Eulera, zwiazek z transformata Mellina, réwnanie funkcyjne (bez dowodu)

Tw. 1.35 (Heckego) [K] z dowodem,
Tloczyn skalarny Petersona,
udowodnié, ze Ty = T,, ([Mi, Theorem 4.5.4])

Tw 1.39 znormalizowane T—funkcje wlasne tworza baze My

11.04, wyklada: Barttomiej Bzdega

Wyktlad 6. i 7. (Interpretacja modularna oraz podgrupy kongruencyjne):

krzywe i funkcje eliptyczne (na podstawie [K, 1.4.1] oraz [K, 1.4.2]) Propositon 1.19 [K]
(izomorfizm % = F1, — bez dowodu)

funkcje krat ([K, 1.4.3]); wyjasnié¢ dlaczego wystarczy rozwazaé kraty postaci Z + 772,
Proposition 1.21 [K] (5 : Sl2(Z) \ ' H = C)
twierdzenie o uniformizacji ([K, Prop. 1.22]) wraz z wnioskiem 23 (Ey = Ey = j; = j2)

grupy I'o(N),I'1(V),['(N) — definicje ([K, 2.2.1]) oraz relacje mi¢dzy nimi (I'(1) /T'(N) =
S T1(N)/T(N)=...,To(N)/T1(N) =...), definicja podgrupy kongruencyjnej,

interpretacja modularna ilorazéw T'o(N),H — [DS, Theorem 1.5.1] (uzasadnié¢ jeden z



podpunktéw twierdzenia),
przyklad obszaru fundamentalnego [DS, zadanie 3.1.4]

definicje stabej modularno$éi, holomorficznoéci w cuspach, funkcji modularnych dla grup
kongruencyjnych (na podstawie [K, rozdziat 2.2.2]), ([K, remark 2.3 (d)]),

18.04 i 25.04, wykladaja: Lukasz Nizio i Aleksandra Kaim

Wyktlad 8. i 9. (Formy modularne wyzszych poziomow):

funkcje Weber’a i Fricke’go ([K, Example 2.4])

Tw. 2.5 [K] o generowaniu ciata funkcji modularnych przez funkcje Fricke’'go + wnioski
Tw. 2.8 [K] oraz grupa G(M)

Lemat 2.15 [K] o postaci multiplikatywnej wielomianu modularnego

Formy modularne wyzszych poziomw — definicja,

Prop. 2.20 wraz ze wnioskiem 2.21 o skonczono$ci wymiaru przestrzeni form modularnych
o ustalonej wadze

L(s,w) jest przestrzenia skonczonego wymiaru nad C
Przyklad 2.23

Prop.2.25 o rozkladzie na sume prosta przestrzeni form modularnych + wnioski

9.05 i 16.05, wykiadaja: Krzysztof Goérnisiewicz i Bogdan Szydto

Wyktad 10. i 11. (Wymiar S3(I") oraz operatory Heckego dla wyzszych pozioméw):

(na podstawie [DS], rozdzialy 5.2, 5.3, 5.4, 5.5 oraz [DS], rozdzial 5.9)
wymiar So(I") [K, Proposition 2.28],

definicje (na podstawie [DS, 5.2, 5.3]): double coset operator, operator (d), operatory
Heckego (definicja najpierw dla liczb pierwszych — [DS, str. 169], potem dla ich poteg,
nastepnie dla dowolnego n — [DS, wzory (5.10), (5.11)])

postaé jawna T, ([DS, Proposition 5.2.1]),

dziatanie T,, na wspoélezynnikach Fouriera ([DS, Proposition 5.3.1]. Przy okazji nalezy
udowodnié [DS, Proposition 5.2.2(a)]),

operatory T, (n) komutuja ([DS, Proposition 5.2.4]),

iloczyn Petersona ([DS, def. 5.4.1]),

operatory sprzezone do T, (n) ([DS, Proposition 5.5.2 oraz Theorem 5.5.3])
Si(T'1(N)) posiada ortogonalna bazg zlozona z form wlasnych ([DS, Theorem 5.5.4]).

23.05 i 30.05, wykladaja: Jedrzej Garnek i Wiktoriusz Robaszkiewicz



Wyktlad 12. i 13. (Teoria Atkina-Lehnera):

e Def.5.6.1 [DS], Stare oraz nowe formy
e Prop.5.6.2 [DS] (Dzialanie T,,, (n) na starych i nowych formach),
e Thm.5.7.1 [DS] (,,Gléwny lemat”), Thm.5.8.2 [DS], Thm.5.8.3 [DS].

Powyzsze twierdzenia nalezy udowodni¢, pomijajac przeliczenia i techniczne detale.

07.06 i 14.06, wykiada: Wojciech Gajda
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Program seminarium przyogotowali W.Gajda, J.Garnek i f..Nizio.

2Wszystkie pozycje z tego spisu dostepne s w bibliotece WMI UAM lub w B1-35.



