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Zadanie 1. Znalez¢ rzedy wszystkich elementéw w grupie G jezeli:
(a) G=Z/16 (b) G=(Z/36)* (c) G=Qs (d) G=D5 (e) G=Z/2x7Z/8
(f) G=5,.

Zadanie 2. Obliczy¢ rzad elementu g w grupie G jezeli:
(a) g=02700,  G=Dy

(© gzl_‘f H G=GLs(F;)

12345678
(d)g_< 1256487)’ G=>5.

Zadanie 3. Ile elementow rzedu n posiada grupa G jezeli:

(a
(b

n:4, G:A5
n=6, G=Z/16

)

)

(c) n=6, G=S,

(d) n=6, G=Sg
)
)
)

(e TL:12, G:SS
(f) n=10, G=Z/200

(g) n=4, G=Z/247

Zadanie 4. Znalez¢ wszystkie elementy rzedu 12 w grupie Z/360.

Zadanie 5. Wyznaczy¢ wszystkie podgrupy w grupach: Z/6, Dy, Qs, Ss,
Z/36, (Z/18)*, Z/3 x Z/3, S5 x Z/2, GLo(F2).

Zadanie 6. Wyznaczy¢ najmniejszy generator w grupach: (Z,/22)*, (Z/27)*,
(Z/59)*.
Zadanie 7*. Niech G bedzie podgrupa w G Ls(Z) generowana przez macie-

rze: A = [ _(1) (1) ] , B = (1) (1) ] . Pokazaé, ze G sklada sie z o$miu

elementéw oraz, ze G jest izomorficzna z Dy.



Zadanie 8. Niech beda dane elementy a, b i ¢ grupy G. Dowies¢, ze:

(a) rza=1z (a7 ')
(b) rza=rz (bab—1)
(c) rz(ab)=rz (ba)
(d) rz(abc)=rz (bca).
Zadanie 9. Niech G bedzie grupa cykliczna rzedu n, ktérej generatorem

jest g € G. Dowie$é, ze dla kazdego k € Z mamy: rz (gk):ﬁ, gdzie (a,b)
oznacza najwiekszy wspélny dzielnik liczb catkowitych a i b.

Zadanie 10. Niech G bedzie grupa cykliczna. Dowiesé, ze:
(a) Jedli G jest grupa nieskonczona, to G ~ Z.
(b) Jesli G jest grupa n-elementowa, to G ~ Z/n.
(b) Jesli G jest grupa n-elementowa, to dla kazdego d|n istnieje dokladnie
jedna podgrupa w G ztozona z d elementéw.
Zadanie 11*. Jezeli G jest taky grupa, ze ¢g> = 1 dla kazdego g € G, to G
jest grupa abelowa.
Zadanie 12. Podaj przyktady, lub dowiedz, ze nie ma:
(a) grupy nieskonczonej w ktérej istnieje wlasciwa podgupa skonczona
(b) grupy skonczonej rzedu > 3, ktéra nie posiada podgrup wlasciwych

(¢) grupy nieskonczonej, ktéra nie ma podgrup wiasciwych.

Zadanie 13. Niech H bedzie podgrupa w grupie G oraz niech a,b € G.
(a) Pokazaé, ze Ha = Hb wtedy i tylko wtedy, gdy ab=! € H.
(b) Zdefiniujmy relacje: aRb wtedy i tylko wtedy, gdy ab~' € H. Spraw-
dzié¢, ze R jest relacja réwnowaznoéci oraz, ze Ha jest klasg abstrakcji
a wzgledem relacji ‘R.

(c) Sprawdzié, ze opdowiednioéé aH — Ha~! okresla bijekcje zbioru lewo-
i prawostronnych warstw H w G.

Zadanie 14. Niech H bedzie podgrupa w G indexu 2. Dowiesé, ze H jest
dzielnikiem normalnym grupy G.

Zadanie 15. Niech H bedzie podgrupa w Ss generowana przez transpozycje
7 = (1,2). Wyznaczy¢ warstwy lewo- i prawostronne H w S3 i sprawdzié
czy H jest dzielnikiem normalnym.



Zadanie 16. Wyznaczy¢ wszystkie dzielniki normalne grup Qg i Dy oraz
obliczy¢ odpowiadajace im grupy ilorazowe. Pokazaé, ze SL,(K) jest dzie-
nikiem normalnym w GL,,(K). Obliczy¢ GL,(K)/SLy(K).

Zadanie 17*. Niech D,, =<, s | " =s>=1,rs=sr"! > bedzie gru-
pa izometrii n—kata foremnego. Sprawdzié, ze D,, sktada si¢ z 2n elementéw.
Niech k bedzie liczba naturalna, ktéra dzieli n. Pokazaé, ze H =< r* > jest
dzielnikiem normalnym w D,, oraz, ze D,,/H = Dy. Grupe D,, nazywamy
n—ta grupg dihedralna.

Zadanie 18. Dla grupy G definiujemy centrum:
Z(G) = {heG: gh=hg dlawszystkich g € G}.
(a) Obliczy¢ Z(S3), Z(Qs) i Z(Da).
(b) Dowiesé, ze Z(QG) jest dzielnikiem normalnym G.

Zadanie 19. Dowiesé, ze kazdy element grupy ilorazowej Q/Z ma skonczony
rzad.

Zadanie 20*. Sprawdzié¢, ze A4 nie posiada podgrupy rzedu 6, a w Sy nie
ma dzielnikéw normalnych rzedéw 3 i 8.

Zadanie 21. Sprawdzié¢ czy podzbiér H grupy G jest podgrupa normalna,
jesli:

(a) H={Ogo, symetria}, G=Dy

(b) H jest podgrupa grupy abelowej G

(C) H= {A € GLg(Fg): A= }, G:GL3(F3).

S O =
o = 2
=0 o

Zadanie 22. Znalez¢ conajmniej jeden, nietrywialny homomorfizm:

(a) ¢: Z/3 — Z/9

)
(b) ¢: Z/15 — Z/9
(c) ¢: Z/20 — Z /12
(d) ¢: Dy — Q3
(e) ¢: Sy — S5
(f) ¢ S3 — Da

Zadanie 23. Wyznaczy¢ wszystkie homomorfizmy grup:



(a) ¢ Z/3 — Z
(b) ¢: S5 — Z/11
(c) ¢ Z/6 — Z/6
(d) ¢

(e)* ¢Z D4 — Qg.

L Z/12 — 718

Zadanie 24. Uzasadnié¢ dlaczego grupy G i G2 nie sa izomorficzne:

(a
(b) G1=(R,+), G2=(Q,+)

) G1=R*, Gy=C~*
)
(c) Gi=Qs, Ga=Ds
(d)
)
)

d) G1=D12, G2=54

e) G1=S,, G2=5p, gdzien 7& m

(
(f) G1=Qs, Ga=1Z/3.

Zadanie 25. Korzystajac z pierwszego twierdzenia o izomorfizmie dowiesé,
ze: Z/nZ ~7Z/n, Dyf{obroty} ~7Z/2, GLu(K)/SLy(K)~K*.
Zadanie 26*. Niech GG bedzie grupa. Przyjmujemy oznaczenia:

Aut (G) = ({0 : G — G, o jest automorfizmem}, o)

Int(G) = ({04 : G — G: 04(g)=aga'}, o)

gdzie o oznacza operacje skladania funkcji. Dowie$é, ze Int (G) jest pod-
grupa w Aut (G) oraz, ze Int (G) ~ G/Z(G), gdzie Z(G) oznacza centrum
grupy G, ktore zostalo zdefiniowane w Zadaniu 18. Int (G) nosi nazwe gru-
py automorfizméw wewnetrznych grupy G. Skonstruowaé izomorfizm
grup: Aut (Z/n) ~ (Z/n)*, obliczyé¢ Int (Z/n).

Zadanie 27*. Niech G bedzie grupa, a H jej podgupa. Dowies¢, ze H jest
podgrupa normalna, jezeli:

(a) |G| =33, |H|=11
(b) |G] =15, |H|=5
(c) |G| = |H| =17

)

(d) |G| =pn, |H|=p, gdzie p > n jest liczba pierwsza.



Zadanie 28. Niech G bedzie grupa. Dowied¢, ze nastepujace warunki sa
réwnowazne:

(a) G jest grupa abelowa
(b) funkcja ¢: G — G dana wzorem ¢(g)=g~! jest homomorfizmem grup

(c) funkcja v: G — G dana wzorem 1(g)=g? jest homomorfizmem grup.

Zadanie 29*. Niech G bedzie grupa dla ktorej G/Z(G) jest grupa cykliczna.
Dowiesé, ze wtedy G jest abelowa.

Zadanie 30. W grupie G okreslamy relacje w nastepujacy sposéb: a ~ b,
wtedy i tylko wtedy, gdy a = gbg~' dla pewnego g € G.

(a) Sprawdzié, ze ~ jest relacja rownowaznosci.

(b) Klasa abstrakcji elementu a wzgledem relacji ~ jest réwna klasie sprze-
zonosci C,,.

(¢) Zawsze zachodzi: a € C,. Ponadto Cy = {a} wtedy i tylko wtedy, gdy
a € Z(QG).

(d) |Cy| =[G : C(a)], gdzie C(a) = {g € G: gag™' = a} jest centraliza-
torem elementu a w grupie G.

Zadanie 31*. Korzystajac z opisu klas sprzezonosci w grupie S5 pokazaé,
ze grupa As nie posiada wiasciwych dzielnikéw normalnych.

Uwaga: Grupe, ktora nie ma wlasciwych dzielnikéw normalnych nazywamy
grupg prosta. Przyktadami grup prostych, poza As, sa grupy cykliczne Z /p
rzedu liczba pierwsza. Podczas wykladu z algebry ALG 312, dowiedziemy,
ze dla kazdego n>4, grupa alternujaca A,, jest prosta.

Zadanie 32. Jezeli X jest zbiorem, to symbolem Sym(X) oznaczamy zbiér
wszystkich bijekcji o: X — X. Sprawdzi¢, ze z dzialaniem sktadania funkcji
Sym(X) stanowi grupe. Oczywiscie, S, = Sym/(X), gdzie X = {1,2,...,n}.

Zadanie 33. Niech f:G x X — X bedzie dzialaniem grupy G na zbiorze
X. Pokazaé, ze f indukuje homomorfizm grup ¢: G — Sym(X) okreslony za
pomoca wzoru: ¢(g)(x)=f(g,z) dla g € G i x € X. Obliczy¢ ker ¢.

Zadanie 34. Niech f: G x X — X bedzie dzialaniem grupy G na zbiorze X.
Okreslamy relacje ~ na zbiorze X : x~y wtedy i tylko wtedy, gdy x=f(g,y)
dla pewnego g € G.

(a) Sprawdzié, ze ~ jest relacja rownowaznosci.

(b) Klasa abstrakcji elementu = wzgledem relacji ~ jest réwna orbicie Gz.



(c) Wywnioskowaé z (b), ze zbiér X jest suma rozlacznych orbit w dzia-
taniu G na X.

Zadanie 35*. Niech S = {e?™*=cos(2nt)+isin(2nt): ¢ € [0,1)} oznacza
okrag jednostkowy na ptaszczyznie zespolonej. Niech

S? = {x= (11,19, 73) € R 2itaitai=1}
bedzie brzegiem kuli jednostkowej w przestrzeni euklidesowej R3.

(a) S' z dziataniem mnozenia liczb zespolonych jest grupa przemienna,
ktéra jest izomorficzna z grupa ilorazowa R/Z.

(b) Okreglamy dziatanie f:S!' x S? — S? za pomoca wzoru:
f(e¥ x) = (z1 cos(2mt)—zy sin(27t), 1 sin(27t) 42 cos(27t), 3).

Obliczy¢ orbity i stabilizatory punktéw z S? przy tym dzialaniu.

Zadanie 36. Wyznaczy¢ klase sprzezonosci elementu g w grupie G.

(a) g=(12),  G=53

(b) g=symetria, G=D,

(c) g=(12)(34),  G=5;
)

Zadanie 37*. Dowies¢, ze Z(S,) jest grupa trywialna dla kazdego n > 2.

Zadanie 38. Niech p bedzie liczba pierwsza. Niech G bedzie grupa skon-
czona taka, ze liczba p dzieli |G].

(a) Zdefiniujmy zbiér X = {(g1,92,...9p) € GP: ¢192...¢g,=1}. Niech
f:Z/p x X — X bedzie funkcja okreslona wzorem:

(1, (91,92, - 9p)) = (92,93, - - - 9p» 1),

gdzie 1 jest generatorem grupy Z/p oraz (g1, g2, - . . gp) € X. Sprawdzi¢,
ze [ definiuje dzialanie grupy Z/p na zbiorze X.

(b) Ile elementéw liczy zbidr X 7

(c) Niech Xo = {g € G: ¢P=1}. Korzystajac z rozkladu zbioru X na
rozlaczne orbity dzialania z (a) (patrz Zadanie 34 (c)), dowiesé, ze
|X0| > 1.

(d) Wywnioskowaé z (c) twierdzenie Cauchy’ego: W grupie skoriczonej,
ktorej rzad dzieli sie przez liczbe pierwsza p, istnieje element rzedu p.



Zadanie 39*. Niech p bedzie liczba pierwsza. Méwimy, ze grupa G jest
p—grupa, jesli kazdy element z G, ré6zny od 1 ma rzad, ktory jest potega
liczby p. Na przyklad, Qs i D4 sa 2—grupami, a Z/125 jest 5—grupa.

(a) Dowiesé, ze skonczona grupa G jest p—grupa wtedy i tylko wtedy, gdy
rzad |G| jest potega liczby p.
(b) Korzystajac z réwnania klas z wyktadu, dowie$é, ze centrum skonczo-
nej p—grupy jest nietrywialna grupa.
Zadanie 40. Niech p bedzie liczba pierwsza. Pokazaé, ze kazda grupa rzedu
p? jest abelowa.

Zadanie 41. W grupie G dane sg dzielnik normalny N oraz podgrupa H.
Dowieéé, ze HN jest podrupg w G.

Zadanie 42. Dowies¢, ze iloczyn grup G x H jest grupa cykliczna, jesli |G|=p
oraz |H|=q, gdzie p i q sa réznymi liczbami pierwszymi.

Zadanie 43. Sprawdzi¢, ze GXxH ~ HxG oraz GX(HxK) ~ (GxH)x K,
dla dowolnych grup G, H i K.

Zadanie 44. Skonstruowaé siedem nieizomorficznych grup abelowych rzedu
360. Przyktadami takich grup sa: Z/360, Z/180xZ/2 i Z/90XZ/4.

Zadanie 45. Dowieé¢, ze grupa, ktéa ma tylko skonczong liczbe podgrup
jest skonczona.

Zadanie 46. Niech G bedzie dowolng grupa. Oznaczmy przez G’ podgru-
pe w G generowang przez elementy postaci [a,b]:=aba~1b"!, dla a,b € G.
Pokazag, ze:

(a) G’ jest dzielnikiem normalnym w G

(b) G/G’ jest grupa abelowa

(c) jesli H jest dzielnikiem normalnym w G takim, ze G/H jest grupa
abelows, to G’ C H.

Zadanie 47. Czy grupa moze by¢ suma mnogosciowa dwoch swoich wtasci-
wych podgrup ?

Zadanie 48*. Pokazaé, ze grupy rzedu: 33, 35 i 259 sg grupami abelowymi.
Zadanie 49. (Iloczyn i suma prosta dowolnej rodziny grup)
Niech {G;}icr bedzie rodzina grup. Na iloczynie kartezjanskim

HGl:{($l) r; € G; dlaiEI}
iel



okreslamy mnozenie (z;)(y;) = (z;y;). Sprawdzié, ze z tak okreslonym mno-
zeniem zbiér [];c; G; stanowi grupe, ktéra gdy I={1, 2, ...,n} réwna jest
G1xG9x ...xG,,. Niech

@ G, = {(m)e€ H Gi:  z;=1¢,dla prawie wszystkich ¢ € I}.

el el
Dowies¢, ze @;c; G; jest podgrupa w [[;c; Gi, ktora jest pdogrupa wlasciwg
wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér indekséw I jest nieskonczony. Grupa [[;,c; G
nosi nazwe iloczynu zewnetrznego rodziny {G;}icr. Grupe @,c; G na-
zywamy suma prosta zewnetrzna tej rodziny.

Zadanie 50*. (Iloczyn pélprosty grup)

Niech beda dane dwie grupy H i N oraz homomorfizm grup ¢: H —
Aut (N), ktéry odpowiada dzialaniu grupy H na grupie N. Na zbiorze H x N
okreslamy mnozenie:

(h1,n1)(h2,n2) = (h1ha, ¢(h2)(n1)n2)
gdzie hy,hy € H, n1,ng € N oraz ¢(hy) : N — N.

(a) Sprawdzié, ze z tak oreSlonym mnozeniem zbiér Hx N jest grupa. Ta
grupe nazywamy iloczynem poélprostym grup H i N ze wzgledu na
homomorfizm ¢.

(b) Jesli ¢(h)=Idy dla kazdego h € H, to iloczyn pélprosty jest iloczynem
prostym HHN.

(¢) Nieh H bedzie podgrupa, a N dzielnikiem normalnym gupy G takimi,
ze HNN={1} oraz niech ¢(h)(n)=h"'nh dlah € Hin € N. Dowies¢,
ze Hx4yN ~ HN.

(d) Dowies¢, ze: Sg ~ Z/2x4Z /3, Dy ~ Z/2x 4 L[4, Qg ~ Z/2x4,Z/4
oraz Ay ~ Z /3% 4(Z/20Z/2).

Zadanie 51. Ktére z nastepujacych pierécieni: Z /18, Fo[z]/(22+1), Q(v7)=
{at+bVT: a,b € Q}, Z&Z, Rlz]/(2°+1), Rlz]/(2”~52+6), Q[z]/(2”~5) sa
ciatami ?

Zadanie 52. Ktére z nastepujacych pierscieni: Z/19, Q[z]/(2?), C[z]/(x2+1),
Fslz]/(z3+2+1), F5[z]/(x3+42+4), R[z] /(2% —5x+6), K[z, y]/(xy—1), gdzie

K jest dowolnym catem, sg dziedzinami catkowitosci 7

Zadanie 53. Znalezé wszystkie dzielniki zera, elementy nilpotentne i ele-
menty odwracalne pierscienia: Z/20, Q®Z, R[z]/(z2-1), Z/28, M (Fs).

Zadanie 54. Dowiesé, ze w kazdym skoficzonym pierscieniu przemiennym
z jedynka element, ktéry nie jest dzielnikiem zera jest elementem odwracal-
nym. Obliczyé 27! w pierécieniu Z/n jedli n> 2 jest liczbg nieparzysta.



Zadanie 55.
(a) Dowieé, ze pierscien ilorazowy Fa[z]/(z2+x+1) jest cialem 4—elementowym.

(b) Dowiesé, ze pierécien ilorazowy Fa[z]/(2?) nie jest dziedzina catkowi-
tosci.
(¢) Wyznaczy¢ wszystkie z dokladnoscia do izomorfimu pierscienie prze-

mienne z jedynka, ktére sktadaja sie z czterech elementéw.

Zadanie 56. Z ilu elementéw sklada sie pierscien A/ jesli:

)
)
(c) A=Fr[z], I=(a")
(d) A=Z/6[z,y], I=(z")+(y") ?

Zadanie 57. Niech X bedzie zbiorem. Oznaczmy przez R zbiér wszystkich
podzbioréw zbioru X. W R okreélamy dziatania:

A+ B:=(A-B)U(B- A)

AB:= ANB.
Sprawdzi¢, ze (R, +, ,0, X) jest pier§cieniem przemiennym z jedynka.

Zadanie 58. Mowimy, ze pierécien R jest pierScineiem Boole’a jesli
a’? = a dla kazdego a € R. Dowie$é, ze piercien Boole’a jest piercieniem

przemiennym oraz, ze a+a=0 dla kazdego elementu a w pierscieniu Boole’a.

Zadanie 59. Nieh A bedzie pierécieniem przemiennym z jedynka oraz zaldz-
my, ze istnieje liczba pierwsza p taka, ze w A mamy pl = 1+1+4+...4+1 = 0.
Dowiesé, ze:

(a) (a+b)P" =aP" £ bP" dla kazdego a,b € A i liczby naturalenj n

(b) funkcja ¢ : A — A zadana wzorem ¢(a) = aP jest homomorfimem

pierscieni z jedynka.

Zadanie 60. Niech A bedzie pierécieniem przemiennym z jedynka. Czy
grupa addytywna pierscienia (A, +,0) moze by¢ izomorficzna z grupa Q/Z ?

Zadanie 61. Niech A bedzie pierScieniem przemiennym z jedynka, a K
cialem. Korzystajac z pierwszego twierdzenia o izomorfizmie dowies¢, ze:



(a
(b

Alz]/I ~ A, gdzie I={f € A[z]: f(a)=0} dla ustalonego a € A,

)

) Qlz]/(2*~1) ~ Q2Q,
(c) Fr[z]/(2+5) ~ Fr&F7,
(d) Fs[z]/(2?+1) ~ F58F5,

)

)

(¢

Klz,y]/(x) ~ Klyl,

(e
(f) Klz,yl/(2*~y) ~ K[z].

f

Zadanie 62. Dowie$é, ze [=(2, x)=2Z[z|+xZ|x] nie jest idealem gléwnym
pierécienia Z[x].

Zadanie 63. Podaé przyktad podpierscienia, ktéry nie jest idealem.
Zadanie 64.

(1) Czy K|[z] jest cialem, jesli K jest cialem 7

(2) Dowiesé, ze Alz| jest dziedzina calkowitosci, jezeli A jest dziedzina
catkowitosci.

(3) Obliczy¢ grupe jednosci pierscienia wielomianéw A[z], gdy A jest dzie-
dzina calkowitosci.

Zadanie 65. Niech Z[i] = {a+bi: a,b € Z} C C oznacza pierscien liczb
catkowitych Gaussa.

(1) Dowiesé, ze Zli] jest dziedzing calkowitosci, ale nie jest cialem.

(2) Obliczy¢ grupe jednosci Z[i]*.

Zadanie 66. Niech A bedzie pierécieniem przemiennym z jedynka, ktéry
nie posiada ideatéwwlasciwych. Dowiesé, ze A jest ciatem.

Zadanie 67*. Niech A bedzie pierscieniem przemiennym z jedynka i niech
R = M, ,(A) bedzie piericieniem macierzy nxmn o wspétczynnikach z A.

(1) Zal6ézmy, ze T jest idealem obustronnym pierécienia R. Pokazaé, ze w
A istnieje ideal I taki, ze T = M, ,,(I). W szczegblnodci, jezeli A jest
cialem, to w R nie ma obustronnych ideatéw wtasciwych.

Wskazéwka. Jesli B=[b;j]e My, ,(A), to Ey,BE; 4 jest macierza, kto-
ra na przecieciu p-tego wiersza i ¢-tej kolumny ma b,.s, a w pozostatych
miejscach ma zera. E;; oznacza tutaj macierz, ktora na przecigciu i-
tego wiersza i j-tej kolumny ma 1, a w pozostalych miejscach zera.
Dla ideatu 7 z Zadania, rozwazy¢ zbior I ztozony z takich a € A, ze
a = byy dla pewnego B=[b;;]€Z.



(2) Definicja. Centrum pierscienia R nazywamy zbiér Z(R) zlozony
z a € R takich, ze dla kazdego b € R jest ab = ba. Sprawdzié czy
centrum pierscienia jet ideatem.

(3) Pokazaé, ze centrum pierécienia macierzy R = M,, ,(K) o wspolczyn-
nikach z ciata K sklada si¢ z macierzy diagonalnych « I,,, gdzie a € K.

Zadanie 68. Niech I7 oraz I beda idealami pierscienia przemiennego z
jedynka A. Niech @ bedzie idealem pierwszym w A takim, ze Iy N Is C p.
Pokazaéd, ze wtedy I1 C p lub Iy C p.

Zadanie 69. Niech m bedzie idealem pierScienia przemiennego z jedynka
A. Dowiesé, ze m jest idealem maksymalnym w A, wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego a & m istnieje b € A taki, ze 1 — ab € m.

Zadanie 70. Nastepujace trzy warunki sa rownowazne dla ideatlu I C Z :
I jest pierwszy, I jest maksymalny, I = (p) dla liczby pierwszej p. Opisaé
idealy pierwsze i maksymalne pierscienia reszt Z/n, gdzie n > 1.

Zadanie 71*. Méwimy, ze pierScien przemienny z jedynka A jest pierscie-
niem lokalnym je$li w A istnieje doktadnie jeden ideal maksymalny.

(1) Dowiesé, ze A jest lokalny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego a, b €
A 7z tego, ze a+b=1 wynika, ze a € A* lub b € A*.

(2) Jesli A jest pierScieniem przemiennym z jedynka, m jest idealem mak-
symalnym z A, to A/m™ jest pierécieniem lokalnym dla kazdego n > 0.

Zadanie 72.

(1) Niech A = Z/n oraz niech S = {a € A: a # 0}. Obliczy¢ pierécien
utamkéw S—1A.

(2) Niech A = Z/6 i S = {2, 4}. Dowie$¢, ze S™1A jest ciatem trzyele-

mentowym.

Zadanie 73*. Niech A bedzie dziedzinag calkowitoéci. Dowiedé, ze w ciele
utamkéw dziedziny A zachodzi réwnoéé

A= An,

gdzie przekrdj jest wziety po wszystkich ideatach maksymalnych z A, a A,
oznacza lokalizacje A na ideale m.

Zadanie 74. Rozwiaza¢ uklady kongruencji:



(1) w K[x] :
f(z)=1 mod (z—1)

f(x)=2z mod (z2+1)
f(z)=2> mod (z+1),
gdzie K jest cialem charakterystyki réznej od 2
(2) w Z[i] :
x=1 mod (i+1)
x=1 mod (2—1)
x= (1414 mod (3+4i).

Zadanie 75*. Niech p bedzie liczba pierwsza, f(z) € Fplr] unormowanym
wielomianem nierozktadalnym stopnia n.

(1) Dowiesé, ze ideat gtéwny I = (f(x)) jest maksymalny oraz, ze pierscien
ilorazowy Fplx]/I jest cialem, ktére sklada si¢ z p" elementéw.

(2) Niech A =F[z]/I™ dla pewnego m € N. Wyznaczy¢ elementy nilpo-
tentne pierscienia A oraz liczbe elementéw odwracalnych w A.

(3) Z ilu elementéw sklada sie grupa jednosci pierscieni ilorazowych:
Folz]/(2°-1) i Falz]/(2°-1) 7

Zadanie 76. (Twierdzenie chinskie o resztach w Z)
Niech mi, ma, ..., m, beda liczbami naturalnymi, ktére sa parami wzglednie
pierwsze. Niech beda dane liczby catkowite: a1, a9, ..., Gy.

(a) Dowiesé, ze istnieje liczba x € Z taka, ze spelniony jest uklad kon-
gruencji z = a; mod m; dla 1 < ¢ < n oraz, ze = jest okre$lona
jednoznacznie modulo m = mima...my,.

(b) Przyjmijmy oznaczenie m; = wy gdzie 1 < @ < n. Zauwazmy, ze
(m;,m}) = 1. Niech t; € (Z/m;)* bedzie takie, ze mit; = 1 mod m;,
gdzie 1 < ¢+ < n. Klase reszt ¢; tatwo mozemy znalezé za pomoca
algorytmu Euklidesa. Pokazaé, ze x = aym)t; + agmbto+. ..+ a,mlt,
jest rozwiazaniem ukladu kongruencji z (a).

(¢) Korzystajac z (b) rozwiazaé¢ dwa uklady kongruencji:
(1) x =1mod8 x = 2mod 25 x = 3mod 81

(2) x =5mod8 x = 12mod 25 x = 43 mod 81



Zadanie 77. Niech p bedzie liczbg pierwsza, d € Z liczba, ktora nie jest
kwadratem liczby calkowitej. W pierécieniu Z[Vd] = {a + bVd: a,b € Z}
rozwazmy ideal gtéwny I = (p) = pZ[V/d]. Dowieié, ze I jest idealem pierw-
szym wtedy i tylko wtedy, gdy klasa d reszt modulo p nie jest kwadratem w
ciele F),.

Zadanie 78. Niech p bedzie liczba pierwsa i niech f(z) = apz™+...+a1x+
ag € Z[z] bedzie wielomianem o wspélezynnikach catkowitych. Oznaczmy
przez f(z) = @pa™ + ...+ a1z + do € F,[z] wielomian otrzymany z f(z) za
pomocg redukcji wspoétczynnikéw modulo p.

(a) Dowiesé, ze jesli a,, = 1 oraz f(z) jest nierozkladalny w Fp[z], to f(x
jest nierozkladalny w Z[z]. Czy (a) pozostaje prawdziwe, jesli a, # 17
(b) Korzystajacz (a) (izlematu Gaussa), sprawdzi¢, ze wielomiany: fi(z) =

—102241, fo(x) = 234622 +52+25, f3(x) = 23+2+1 sg nierozkla-
dalne w Q[x].

Zadanie 79.

(a) Wyznaczy¢ wszystkie pierwiastki wymierne wielomianéw: x3—622+152—14,
21223822 +132—24, 62 +1923— 722 —262+12.

(b) Wykazaé, ze wielomiany: x3—5, 2442, z*—224-2 s nierozkladalne w

Q[z]-
(c) Wyznaczy¢ wszystkie nierozkladalne wielomiany stopnia 2 z Fa[x].

(d) Ile jest nierozkladalnych wielomianéw stopnia 5 w pierécieniu Falz| ?

Zadanie 80. Ktoére z podanych ponizej ciat sg izomorficzne, ktore sg réwne
parami, a ktére stanowia pary (podcialo, cialo) ?

(a) Q, Q(n), Q(i), Q(ivV2) Q(i+Vv2), Q(i—Vv2), Q(vV2+v3), Q(i,V2),
Q(\/i*\/g% Q \/57 \/3), Q(\/g,—\/g),Q(\/i \/j?))) Z[J}]/(Q,ﬁ), Q( v 74)7

(
(b) Q. Q(i), Qlz]/(2°+2), Qlz]/(2°-2), Q(V2), Q[z]/(2*+1), Q(V=2),
Q(V2), Q(V-2), Q(Vaw), Q(V2w?), Qw), Q(V2+w), Q[z]/(2*~2),
[ Q[z]/(2°+2), Qlz]/(z-2), Q[z]/(z+2), Q(vw), Q[z]/(*+2+1), gdzie
=lorazw# 1, Q(w?), Q().

Zadanie 81*. Niech L/K bedzie roszerzeniem algebraicznym cial oraz niech
A bedzie dziedzing catkowitosci taka, ze K C A C L. Dowiesé, ze A jest
ciatem.

Zadanie 82. Obliczyé¢ stopien rozszerzenia [K : Q], gdy: K = Q(V/10),
QU/20vD), QVE.VE), Q(r). Q. ¥5), adric w? = 1 oraz w # 1.



Zadanie 83. Znalez¢ wielomiany minimalne nastepujacych liczb algebra-
icznych (tzn. elementéw algebraicznych nad Q): v/3, V/3, 2+v/2, /2+V2.

Zadanie 84. Niech f(z) = 23—622+82+3 oraz o € C bedzie pierwiast-
kiem wielomianu f(x). Wyrazi¢ kazdy z elementéw a?, o, 3a°—a*+2,
(a®—6a+8)~! w bazie {1, a, a®} Q—przestrzeni K=Q(«).

Zadanie 85.

(a) Niech I=(2,2%+x+1) bedzie idealem w pierécieniu Z[x]. Dowiesé, ze
Z[x]/I jest cialem czteroelementowym.

(b) Niech I=(5,2%+x+3) bedzie idealem w pierécieniu Z[z]. Dowies¢, ze
Z[z]/I = F5 xF5 oraz, ze w Z[z] sa dokladnie dwa idealy maksymalne:
mianowicie m; = (5,x—1) oraz me=(5,2—3), ktore zawieraja I.

(c) Niech p bedzie liczba pierwsza i niech g(z) € Z[z] bedzie wielomianem
z 1 przy najwyzszej potedze i takim, ze g(x) € Fp[x] jest nierozkladal-
ny. Dowiesé, ze m=(p, g(z)) jest idealem maksymalnym w Z[z].

(d)* Pokazaé, ze kazdy ideal maksymalny w Z|[z] jest idealem (p, g(x)) dla
pig(z) jak w (c).

Uzupelnienia: II i ITI twierdzenie o izomorfizmie*
Zadanie A. Niech H, K beda podgrupami grupy G. Definiujemy zbiér
HK ={hk: heH, keK}.

Pokazaé, ze HK jest podgrupa w G wtedy i tylko wtedy, gdy HK=KH.

Zadanie B. Niech H, N beda podgrupami grupy G przy tym N jest dziel-
nikiem normalnym. Pokazaé, ze:

(a) HN = NH, czyli na mocy Zadania A, HN jest podgrupa w G.
(b) N jest dzielnikiem normalnym w HN

(¢) HN N jest dzielnikiem normalnym w H

Zadanie C. (Drugie twierdzenie o izomorfizmie dla grup)
Niech grupy G, H i N beda takie jak w Zadaniu B. Dowiesé, ze wtedy:

HN/N ~ H/H N N.



Zadanie D. (Trzecie twierdzenie o izomorfizmie dla grup)

Zatézmy, ze¢ H i N sa dzielnikami normalnymi grupy G oraz, ze N C H.
Pokazaé, ze H/N jest dzielnikiem normalnym w grupie ilorazowej G /N oraz,
ze:

G/N
G/H ~ ———.

/ H/N
Zadanie E. Niech ¢: G; — G5 bedzie epimorfimem grup i niech N==ker ¢.
Przyjmujemy oznaczenia:

X = {H jest podgrupaw Gi: N C H}

Y = {H jest podgrupa w Ga}
oraz ®: X — Y bedzie funkcja okre$lona wzorem ®(H)=¢(H).

(a) Dowiesé, ze @ jest bijekcja zbioréw.

(b) Niech H € X oraz H=¢(H). Pokazaé, ze H jest dzielnikiem normal-
nym w G wtedy i tylko wtedy, gdy H jest dzielnikiem normalnym w
G5 oraz, ze wtedy
G1/H ~ Gy/H.

(¢) (Twierdzenie o odpowiednio$ci podgrup) Zastosowaé powyzej uzyska-
ne wlasnosci (1) i (2) do epimorfizmu kanonicznego ny: G — G/N,
gdzie N jest dzielnikiem normalnym grupy G.

Zadanie F. (Drugie twierdzenie o izomorfizmie dla pierscieni)
Nieh R bedzie pierécieniem przemiennym, S jego podpierScieniem oraz, ze
I jest idealem w R. Definiujemy zbior:

S+1 = A{ax+y: zeS yel}.
(a) Dowiesé, ze S+1I jest podpierscieniem w R.

(b) Pokazaé, ze I jest idealem w pierScieni S+1 oraz, ze SN I jest idealem

w S.

(¢) Dowiesé, ze

(S+I)/I~S/SNT.

Zadanie G. (Trzecie twierdzenie o izomorfiZzmie dla pierécieni)
Niech I i J beda idealami pierscienia przemiennego R oraz niech I C J.
okazaé, ze J/I jest idealem w pierScieniu ilorazowym R/I oraz, ze:

R/I

R/J:J—/I.



Zadanie H. Niech I bedzie idealem w pierscieniu przemiennym R i niech
w1 R — R/I bedzie epimorfizmem kanoniczneym m7(a)=a+I. Definujemy
zbiory:

X = {S jest podpierécieniem w R: [ C S}

Y = {T jest podpierscieniem w R/I}
oraz ®: X — Y bedzie funkcja ®(5)=S5/I. Ponadto niech ¥:Y — X
bedzie funkcja dana wzorem ¥(T)=nr;!(T).
(a) Dowiesé, ze Wo ®=Idx oraz ® o U=Idy czyli i ¥ okreslaja bijekcje
zbioréw X iY.
(b) (Twierdzenie o odpowiedniosci idealéw) Niech X;; (odpowiednio Y;y)
bedzie podzbiorem w X (odpowiednio, w Y') zlozonym z idealéw pier-

Scienia R (odpowiednio, pierscienia R/I). Dowiesé, ze funkcje ® i ¥
okreslaja bijekcje zbioréw X4 i Yig.



